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1
C*-Algebren: Die Grundlagen

1.1 Der Spektralradius und der Funktionalkalkiil

717.10.2016

Definition 1.1.1 (C*-Algebren). Eine assoziative Algebra (iiber C)' A heift
x-Algebra, falls zusédtzlich eine antilineare Anti-Involution * : A — A gegeben
ist, d.h.

(a+zb)" =a*+7zb*, (ab)* =b*a*, (a*)"=a, Vabe AzeC.

Eine vollstindig normierte assoziative Algebra A iiber C heifdt Banach-Algebra,
falls
labll < llal[[jb]l,  Va,b € A.

Sie heifst Banach-*-Algebra, falls sie eine *-Algebra ist und
la*[} = [la]l,  va € A.

Eine x-Algebra A, die gleichzeitig eine Banach-Algebra ist, heifst C*-Algebra,
falls
|a*al| = ||a||®, Va € A.

Ein Algebramorphismus ¢ : A — B, so dass ¢(a*) = ¢(a)* fiir alle a heifit
*-Morphismus.

Ein Element a € A einer Banach-*-Algebra heifst selbstadjungiert, falls a* = a,
und normal, falls a und a* kommutieren. Allgemein ist

1
azi(a+a*)+i

also ist jeder *-invariante Unterraum von A der Aufspann seiner selbstadjun-

-Z(a—a ),

gierten Elemente. Ist A eine unitale Banach-*-Algebra, so heifst u € A unitir,
falls u*u = uu™ = 1. Unitdre Elemente sind normal.

*Eine assoziative Algebra (iiber C) ist ein Ring A (im allgemeinen ohne Eins), der gleichzeitig ein
Vektorraum tiber C ist, so dass folgendes gilt: Die Ringaddition ist die Vektorraumaddition und
die Ringmultiplikation ist bilinear.
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Bemerkung 1.1.2. Ist A eine C*-Algebra ist eine Banach-+-Algebra:
lall* = lla*all < lla*[[lal = llall < [la"l

Ersetzt man a durch a*, folgt die umgekehrte Ungleichung. Ist A unital, ist 1*
eine FEins, da * eine Anti-Involution ist. Es folgt 1 = 1*. Weiter gilt

12 = 1) = 1) = 11l # o,
also ||1|| =1 (falls A # 0). Fiir unitédres u folgt
[l = llwul = 1l =1 = Jul =1.

Beispiel 1.1.3. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum. Sei Co(X) die Menge
aller stetigen Funktionen f : X — C, die im Unendlichen verschwinden, d.h. fiir
alle ¢ > 0 gibt es eine kompakte Teilmenge K C X mit

Ifllx\k < e

Dann ist Co(X)eine C*-Algebra mit der punktweisen Multiplikation, der Invo-
lution f*(x) := f(x) und der Supremumsnorm

I flleo == sup{|f(x)| | x € X}.

Beispiel 1.1.4. Sei H ein komplexer Hilbertraum, £(H) die Menge der be-
schrinkten Operatoren auf H mit der Operatornorm und A C L(H) eine
abgeschlossene Unteralgebra, die unter dem Bilden des Adjungierten Opera-
tors a* invariant ist. Dann ist A eine C*-Algebra. Beispiele sind £(H) selbst
und die Menge C(#) der kompakten Operatoren auf #.

Proposition 1.1.5. Fiir jede C*-Algebra A gibt es eine unitale C*-Algebra A, die A
als ein abgeschlossenes Ideal enthilt. Ist A nicht unital, so ist A ein maximales Ideal in
A von Codimension 1.

Beweis. Sei L(A) die Algebra der beschriankten Endomorphismen von A mit
der Operatornorm und 77 : A — L(A) gegeben durch 77(a)b := ab. Dann ist
7 ein Algebra-Morphismus und

I7e(@)l] = sup [[7z(a)b]| < [|a]|.
LS
Andererseits gilt
lal|? = llaa*|| = [|(a)a*|| < ll(@) | lla*|| = lI7(a)lall,

also ist 7 eine Isometrie und insbesondere injektiv. Weiterhin ist 77(A) abge-
schlossen, da A vollstandig ist.
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Sei A die Menge aller Elemente der Form 77(a) +zid4,a € A, z € C. Dann ist A
eine Unteralgebra von £(A) und 77(A) ein Ideal in A. Weiter gilt A/7(A) =0
oder A/m(A) = C, also ist A abgeschlossen. Mit der Involution

(r(a) +zidy)* == m(a*) +zidy

wird A zu einer Banach-+-Algebra.
Fir allee > 0 gibtes b € A, ||b]| < 1, mit

<e+|lab+zb||> = e+ ||b* (r(a*) + Zid4) (7t(a) + zid 4)D||
<e+|[(m(a*) +zida)(r(a) +zida)b|
e+ ||(m(a) +zida)*(7r(a) + zid )|

I7e(a) +zida |

Da e > 0 beliebig war, gilt C*-Norm-Eigenschaft und somit die Behauptung. O

L 17.10.2016

719.10.2016

Definition 1.1.6 (Spektrum und Spektralradius). Sei A eine unitale Algebra
und a € A. Das Spektrum von a ist

0(a) = 04(a) = {z € C | z— a nicht invertierbar in A}
und der Spektralradius

0(a) == o04(a) :==supoy(a).

Fiir eine (nicht notwendig unitale) C*-Algebra definiert man

o(a) =0a(a) =05(a), o) :=0a(a) = qz(a)

Proposition 1.1.7. Sei A eine unitale Banachalgebra (oder eine nicht notwendig
unitale C*-Algebra). Fiir alle a € A ist 0(a) # & kompakt und die Resolvente R,,
definiert durch

Ri(z) = (z—a)"', Vz¢o(a),

eine holomorphe Funktion C \ o(a) — A.> Weiter gilt o(a) < |a||.

Beweis. Aus der geometrischen Summenformel folgt

(o]
Ro(z) = (z—a) ' =Y a"z7"!, Vz:|z| > ||,
n=0
mit absoluter Konvergenz der Reihe. Damit ist R, holomorph auf {|-| > |||/},
o(a) in der Kugel um 0 mit Radius ||| enthalten und o(a) < ||a]|.

2Ist U C C offen und E ein Banachraum, so heifit f : U — E holomorph, falls es fiir jedes
zp € U Vektoren f, € E gibt, so dass Y, fu(z — z9)" positiven Konvergenzradius r > 0 hat
und fiir [z —z9| < rund z € U gilt f(z) = Yo fu(z — 20)". Fiir die Theorie der holomorphen
(analytischen) Funktionen mit Werten in einem Banachraum siehe [9, Chapter IX].
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Ist zg ¢ 0(a), d.h. z — a invertierbar, so gilt analog fiir z € C mit

1
|z — 20| < —<—1
[(z0 —a)~ 1|
dass die Reihe -
Y (20— a) "z —z)"
n=0

absolut gegen (z —a) ! konvergiert, d.h. z  o(a) und R, ist in der Umgebung
von zg holomorph. Insbesondere ist o(a) abgeschlossen und somit kompakt.
Ware o(a) = @, so wire R, eine ganze Funktion. Es gilt aber fiir |z| > ||a]|

ad 1
Re(@) < 3 el = —
(@< L EE
d.h.
lim R,(z) =0.
|z]—c0

Da R, ganz ist, ist R, auf C beschrankt und folglich konstant = 0, nach dem
Satz von Liouville. Dies ist offensichtlich absurd, Widerspruch! O

Korollar 1.1.8. Es gilt
o(a) = lim [|a"|/". (1.1.1)
n—oo
Im Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 1.1.9. Fiir p € Clz] und a € A gilt

o(p(a)) = p(o(a)).

Beweis. Sei w € C. Dann gilt

w—p(z) =c][[(z—z)

j
fiir gewisse z; € C und ¢ € C*. Man beachte, dass
{z1,...,2a} = p Y(w).
Dann ist

w—pa) = cn(a - zj).
)

Dann ist w — p(a) nicht invertierbar genau dann, wenn es ein j gibt, so dass
a — zj nicht invertierbar ist. Solch ein j gibt es genau dann, wenn

o(a)Np~H(w) # o

ist, oder anders gesagt, wenn w € p(o(a)). O
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Beweis von Korollar 1.1.8. Aus dem Beweis von Proposition 1.1.7 haben wir

(o]

Ri(z) =Y, a"z7" 1, VY|z| > ||a].

Da R, analytisch ist auf {|-| > o(a)}, folgt aus dem Satz von Abel, dass die
obige Reihe fiir |z| > o(a) absolut konvergiert, d.h.

: ny,—n—1 _
,}5{}0”“ 113 =0, Vr>o(a).

Damit ist der Konvergenzradius der Reihe Y ;> |[a"||z" groBSer oder gleich
o(a)~!, oder
limsup||a”||'/" < o(a).
n—oo

Da o(a) nicht leer und kompakt ist, gibt es z € ¢(a) mit |z| = o(a). Wegen
Lemma 1.1.9 folgt z" € o(a"), also

o(a) = [2"|"/" < [|a"|*",
aufgrund von Proposition 1.1.7. Es folgt
< limi nl/n
o(a) < liminf]a"|["/"
also die Behauptung. O

Korollar 1.1.10. Sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Dann gilt

lall = o(a)-
Insbesondere gilt dies fiir alle a € A, wenn A kommutativ ist.

Beweis. Sei zundchst a selbstadjungiert. Dann folgt

p—n+1

_ _ _ —n+1 _
12 = 1@ @@ )T = ) = =l

also mit Korollar 1.1.8

o(a) = lim [la|[* " = lal,

d.h,, die Behauptung im selbstadjungierten Fall. Ist 2 normal, so folgt

0(a)* < |la|)* = |la*all = o(a*a) = lim ||(a*a)"||""

= lim [|(a")"a™ |/ < Lim || (a*)" |/l = 0(a)?,

also die Behauptung im allgemeinen. O



10 C*-ALGEBREN UND K-THEORIE

Definition 1.1.11 (Maximales Spektrum). Sei A eine Banach-*-Algebra und
Spec,, (A) das maximale Spektrum, d.h. die Menge der von 0 verschiedenen
Algebra-Morphismen

x:A—C.
Lemma 1.1.12. Sei A eine unitale Banach-+-Algebra oder eine nicht notwendig unitale
C*-Algebra. Es gilt
lxll <1, Vx € Spec,(A).

Insbesondere sind alle x € Spec, (A) stetig.

Definition 1.1.13 (Gelfand-Spektrum). Sei A’ der Raum aller stetigen linearen
Funktionale auf A. Gemafs Lemma 1.1.12 ist

Spec,, (A) C A

Wir versehen A’ mit der schwach*-Topologie (d.h. c(A’, A)), d.h. die Relativto-
pologie bzgl. der Injektion

A — H C:uv— (u(a))aea,
acA

wobei auf dem direkten Produkt die Produkttopologie betrachtet werde. Sei A
die Menge Spec,, (A), mit der Relativtopologie von A’ versehen. Der Raum A
heifst Gelfand-Spektrum von A.

Proposition 1.1.14. Sei A eine kommutative C*-Algebra. Dann ist A lokal-kompakt
und kompakt, falls A unital ist.

Beweis. Wegen Lemma 1.1.12 ist A beschrénkt in A’:
x(@)| < llall, VaeAxeA

Nach dem Satz von Banach-Alaoglu (Proposition A.1.11) ist A folglich relativ
kompakt in der schwach*-Topologie. Damit ist A kompakt, falls A unital
ist, denn fiir jeden Algebra-Morphismus x # 0 : A — C gilt x(1) = 1,
so dass A C A’ durch stetige polynomiale Gleichungen definiert und somit
abgeschlossen ist.

Im allgemeinen ist (A)" kompakt. Man definiert eine Injektion

A— (A :x—3%

durch
X(a+zidy) == x(a) +z
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Diese Injektion ist per Definition der Topologie stetig und offen auf ihr Bild.
Das Bild ist

(A" \ {x0}, xo(a+zida) =z

Dies ist offen, da A’ Hausdorff ist (nach dem Satz von Hahn-Banach). Also ist
A lokal-kompakt. O

L 19.10.2016

7 24.10.2016

Theorem 1.1.15 (Gelfand-Naimark). Sei A eine kommutative C*-Algebra. Die
Gelfand-Abbildung

I:A—Co(A), T(a)(x):=x(a)
ist ein isometrischer x-Isomorphismus.

Im Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 1.1.16. Sei A eine C*-Algebra. Ist A unital und u € A ein unitires Element,
so gilt o(u) C U(1). Ist a € A selbstadjungiert, so ist c(a) C R.

Beweis. Sei A unital und u € A unitir. Aus z € o(u) folgt z7! € o(u~1). Aus
Korollar 1.1.10 folgt

Zl <o) =lull =1, |27 <o ™) =u =1,

da u normal ist. Somit |z| =1 und o(u) C U(1).
Ist A beliebig und a = a*, so gilt in A:
> 1

exp(ia) —
nl

n=0

Weiterhin

exp(ia)* = exp(—ia) = exp(ia) !,

also ist exp(ia) unitir in A und o(exp(ia)) C U(1).

Sei z € ¢(a) und man nehme an, dass z ¢ R, so dass ez ¢ U(1). Dann ist
e'* — exp(ia) invertierbar. Da die Menge der invertierbaren Elemente in A und
C \ o(exp(ia)) offen sind, gibt es ein n > 0, so dass mit

palt) = Y. 2o (it)

gilt pu(z) — pu(a) ist invertierbar, oder

pu(z) & 0(pu(a)) = pu(c(a)) > pu(z),

gemdfl Lemma 1.1.9. Widerspruch! Damit ist o(a) C R. O
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Beweis von Theorem 1.1.15. Sei x € A und a € A. Dann ist x(a) —a € kery,
also nicht invertierbar, da ker x ein maximales Ideal ist. Somit ist x(a) € o(a).
Umgekehrt ist fiir z € o(a), z # 0, z — a in einem maximalen Ideal m # A
enthalten. Dies definiert einen Algebra-Morphismus y : A — A/m = C mit
x(a) = z, insbesondere x # 0, also x € A. Damit gilt

{x(a) | x€ A}U0O=0(a)U0, Vac A
Aus Lemma 1.1.16 folgt x(a) € R fiir 4 = a* und somit
x(@*) = x(a), VacA.
Damit ist I' ein *-Morphismus. Da A kommutativ ist, zeigt Korollar 1.1.10, dass

lall = e(a) = sup{|lz|| | z € o(a) } = sup{[x(a)| | x € A} = |T()]e0

fiir alle a € A, so dass I eine Isometrie ist.

Um zu zeigen, dass I' ein *-Isomorphismus ist, reicht es einzusehen, dass
I' dichtes Bild hat. Nach dem Satz von Stone-Weierstrass reicht es dafiir zu
zeigen, dass I'(A) die Punkte von A trennt und es fiir alle y € A eina € A mit
I'(a)(x) # 0 gibt. Beides ist offensichtlich aus der Definition von A. Also folgt
die Behauptung. O

Korollar 1.1.17. Sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Es sei B = C*(a) die
kleinste C*-Unteralgebra von A, die a enthilt. Dann ist

op(a) \ {0} = ca(a) \ {0}.

Fiir z € oa(a) \ {0} existiert ein eindeutiges x, € B mit x.(a) = z. Die Abbildung
@, :B=C"(a) — Co(oa(a) \{0}), P@u(b)(z) == xz(b)

ist ein *-Isomorphismus. Weiterhin setzt sich ®, zu einem *-Isomorphismus

ADB=C*(1,a) — C(oa(a))

fort.
Beweis. Ubung. O

Definition 1.1.18 (Stetiger Funktionalkalkiil). Fiir ein normales Element a einer
C*-Algebra heiit ®, !, wobei ®, der Isomorphismus aus Korollar 1.1.17 ist,
der (stetige) Funktionalkalkiil von a. Ist a normal und f € Co(c(a) \ {0}), so
definieren wir

fla) = @1 (f).

Analog benutzen wir diese Notation fiir f € C(o(a)).
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Korollar 1.1.19. Sei a € A normal und f € C(v(a)), g € C(o(f(a))). Dann gilt
o(f(a)) = f(o(a)), g(f(a)) = (gof)(a).
Beweis. Es gilt ®,(a) = id,(,), denn
®a(a)(z) = xz(a) =z, Vz €0(a).
Weiterhin ®,(1) = 1, also
®u(z— f(a)) =z—@u(f(a)) =z f.

Diese Funktion ist invertierbar genau dann, wenn z ¢ f(c(a)), d.h. es gilt

Schlieflich gilt g(f(a)) € C*(1, f(a)) € C*(1,a) und

D((go f)(a)) =gof.

Sei (gx) eine Folge von Polynomen mit limy_,., gx = ¢ gleichméBig auf o(a).

Dann gilt
gof =limy_ o gk 0 f = limy_,co gk © Pu(f(a))
= limy P4 (8(f(a))) = Pa(g(f(a)))-
Es folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.1.20. Sei A eine C*-Algebra und a2 € A normal. Dann ist a selbstad-
jungiert genau dann, wenn ¢ (a) C R. In der Tat ist die Bedingung notwendig
nach Lemma 1.1.16. Umgekehrt gilt a* = f(a) mit f(z) = z, da P, ein *-
Isomorphismus ist (Korollar 1.1.17). Ist 0(a) C R, ist f = id auf o(a), also folgt
die Behauptung.

Beispiel 1.1.21. Seia = a*, so dass o(a) C R. Wir definieren
ay,a_,lal € A
durch die Funktionen
()4 ==max(-,0), (-)—:= ()4 —idr, |]:R — Rxp.
Esgilt o(ay),0(a-),0(]a]) € R>p und

a=ay—a_, lal=ay+a_, apa_=0.
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Beispiel 1.1.22. Sei a = a* und o(a) C R>(. Dann definieren wir

a’? = \/a

tiber die Funktion
(‘)1/2 = \/ : ]R20 — ]R}O.

1/2

Dann ist a'/ < selbstadjungiert nach Bemerkung 1.1.20 und

a=(a'/?)2

Wir werden in Kiirze sehen, dass o(a*a) C R fiir jedes a € A. Damit werden
wir die Definition des Absolutbetrags ausdehnen durch

|a| := |a*a|'/2.

1.2 Positive Elemente

Im folgenden sei A eine C*-Algebra.

Definition 1.2.1 (Positive Elemente). Ein Element a € A heif3t positiv, falls a
normal ist und

o(a) C Rxp.

In Symbolen schreibt man a > 0. Fiir a,b € A schreibt man a < b oder b > a,
falls b —a > 0. Ist B C A eine Teilmenge, so ist B die Menge der positiven
Elemente in B.

Theorem 1.2.2 (Fukumiya, Kelley-Vaught). Die Menge A ist ein abgeschlossener
konvexer Kegel in Asa, der Menge der selbstadjungierten Elemente von A, und a > 0
genau dann, wenn a = b*b fiirein b € A.

L 24.10.2016

726.10.2016

Im Beweis benutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.2.3. Seia € A. Dann sind die folgenden Bedingungen iquivalent:
(i) Das Element a ist positiv.

(if) Es gibteinb € Asy mita = b2

(iii) Esgilta € Agy und ||t —a|| <t fiirallet > ||a]|.

(iv) Esgilta € Asqund ||t —a|| < t fiirein t > ||a]|.
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Beweis. Es gilt (i) = (ii) nach Beispiel 1.1.22 und die Umkehrung folgt aus
Korollar 1.1.19.
(i) = (iii). Nach Korollar 1.1.10 und Korollar 1.1.19 gilt

It —al| = o(t —a) = suplo(t — a)| = sup|t — o (a)]
=sup{|t—z||zeo(a)} =sup{t—|z| |z€o(a)} <t

falls t > ||la|| = o(a). Die Implikation (iii) = (iv) ist trivial.
(iv) = (i). Sei z € 0(a) C R und t wie in der Annahme. Dann gilt t — z € o (a)
und z < |z| < o(a) < |ja]| und

t—z=t—z| <olt—a)< t—a| <!
Es folgt, dass z > 0. O

Beweis von Theorem 1.2.2. Offensichtlich ist Ay C Ag, invariant unter der Mul-
tiplikation mit nicht-negativen Zahlen (z.B. nach Korollar 1.1.19). Um zu zeigen,
dass A unter Addition abgeschlossen ist, seien a,b € A, und s > ||a| und
t > ||b]|. Nach Lemma 1.2.3 (iii) gilt

[(s+) = (a+b)|| < ls—all + [t =b] <s+t,

alsoa+b € AL nach Lemma 1.2.3 (iv).

Um sehen, dass A4 abgeschlossen ist, beobachte man zunéchst, dass As,
abgeschlossen ist und nehme a; € Ay und a € Ag mit a = limy_, a. Sei
t > supy||ak||. Dann ist t > ||a|| und

It — al| = limy 0|t — arl| < £,

also ist wie oben a € A.

Ista > 0, so ist a = b? = b*D fiir ein selbstadjungiertes b nach Lemma 1.2.3 (ii).
Ist umgekehrt 2 = b*b fiir ein b € A, so ist a selbstadjungiert. Nach Bei-
spiel 1.1.21 ista = ay — a_ fiir positive a; mita a_ = 0. Es gilt

(ba’?)* (ba'/?) = a'/2b*ba'/? = a"/*(a; —a_)a'/?

)2 (ara )2 —a2 = —a> € —A,

= (a_at aia_

nach Lemma 1.2.3. Andererseits seien x,y € Ag, mit bal/?

= x +iy. Dann gilt
(ba'/2)(ba/?)* = x® + v + i(yx — xy) = 2(a® + b?) — (ba'/?)*(ba/?) € A4,
da A, ein konvexer Kegel ist. Damit ist

—o(a2) U{0} = o((bal/?)* (ba/?)) U {0} = o((bal/?) (ba/?)*) U {0} = {0}

(vgl. Ubungen). Daraus folgt a2 = 0, aber mit der C*-Norm-Identitit ist damit
_=0unda=a; 20. O
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Beispiel 1.2.4. Seia € A. Dann ist a*a > 0 nach Theorem 1.2.2. Wir definieren
ja] = (a*a)'/? > 0,

der Absolutbetrag von a.

Korollar 1.2.5. Sei a < b und x € A. Dann gilt x*ax < x*bx und b < ||b|| in A. Ist
zusitzlich a > 0, so folgt ||a]| < ||b]|.

Beweis. Es gilt b —a = c*c fiir ein ¢ € A. Es folgt
x*bx — x*ax = x*c*cx = (cx)*(cx) € A+

mit Theorem 1.2.2.
Ist weiter a > 0, so gilt in A:

o([lbll =b) = [|b]l = o(b) < R0,

da o(a) < ||a]| und wegen Korollar 1.1.19. Es folgt b < ||b|| und damit a < ||b||.
Fiir z € o(a) gilt
1b]] =z € o ([|b]| — ) < Rxo.

Da z > 0, folgt
16l = flall = inf{ [ =2z | z € e(a)} >0,
also die Behauptung. O

Korollar 1.2.6. Sei A unital und seien a, b invertierbare Elemente mit 0 < a < b.
Dann gilt 0 < b~ ' <a™ 1.

Beweis. Es gilt b~! > 0 aufgrund von Korollar 1.1.19. Aus Korollar 1.2.5 folgt
aus der Voraussetzung b~1/2ab~1/2 < 1 und folglich

|\a1/2b_1/2|| _ ||b_1/2ab_1/2||1/2 < 1.
Es folgt
al/Zb—lal/2 < ||a1/2b_1a1/2|| — Hal/Zb—l/ZHZ < 1[
also
1l — a—l/z(al/zb—lal/z)u—l/z < a2 12 — g1
Dies zeigt die Behauptung. O

Definition 1.2.7 (Operator-monoton wachsende Funktionen). Sei f : I — R
eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R. Dann heifst f operator-monoton
wachsend, falls f(a) < f(b), wann immer a < b, wobei a,b € A normale
Elemente mit o(a) Uo(b) C I seien und A eine beliebige C*-Algebra sei.
Analog definiert man “operator-monoton fallend” .
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Beispiel 1.2.8. Fur a« > 0 sei

t

fo:(=1/a,00) — R, folt) == 1+ at

i(l—(lthxt) .

Aus Korollar 1.2.6 folgt, dass f, operator-monoton wachsend ist.
Die Funktionen f, haben die folgenden Eigenschaften:

(i) fa(t) <min(t,1/a),

(i) limy_04 fa(t) = t gleichmaBig fir f in kompakten Teilmengen von R,
(i) fo > fp fira < p,

(iv) faofp= furpauf (—(a+p)1,00),

(v) limye0 afy(t) = 1 gleichmégig fiir t in kompakten Teilmengen von (0, ).

Proposition 1.2.9. Sei 0 < B < 1. Dann ist f : R5g — R, f(t) = tP, operator-
monoton wachsend.

Beweis. Es gilt
/ fua Pda=CtP, C:= / (14 a) 'aPda > 0.
0 0

Seien 0 < a < bund € > 0. Es gibt n,m > 1, so dass mit oy = gilt

po oy -5
- fu (e <& Ve o o]l

Da fy, (b) — fa,(a) = 0 und A nach Theorem 1.2.2 ein konvexer Kegel ist, folgt

)~
= i Do i () — fay (@) " > 0 und
|bP —aP —c|| < 2e,
da der Funktionalkalkiil eine Isometrie ist. Es folgt mit Korollar 1.2.5:
bP—af —c> —||bP —aP —¢| > —2e,
also, da A ein konvexer Kegel ist:
bP—aP +2¢ = (bF —aP —c+2¢) +c>0.

Da ¢ beliebig war und A abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. O
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1.3 Fasteinsen und Faktorisierung

Aus der Topologie ist die folgende Verallgemeinerung von Folgen und deren
Konvergenz bekannt.

Definition 1.3.1 (Netze und Konvergenz). Eine Menge A # & heifdt gerichtet
(Englisch: directed), falls mit einer Praordnung (Englisch: preorder) < versehen
(d.h. < ist reflexiv und transitiv), so dass folgendes gilt: Zu A,y € A gibt es
stetsv € Amit A <vund A < p.

Ein Netz (Englisch: net) auf einer Menge X ist eine Familie (x)) e mit x) € X
fiir alle A € A, wobei A eine gerichtete Menge ist.

Sei X ein topologischer Raum, x € X und (x)) cp ein Netz auf X. Man
sagt, (x)) konvergiere gegen x, in Symbolen x = limycx x,, falls es fiir alle
Umgebungen U von x ein Ag € A gibt, so dass fiir alle A € A mit Ag < A gilt
x) € U. Man sagt auch, x sei der Grenzwert (Englisch: limit) von (x) ) ea. Falls
X ein Hausdorffraum ist, ist x dadurch eindeutig bestimmt.

Mithilfe dieser Begriffe kann man den Begriff einer “Fasteins” (Englisch: appro-
ximate unit) definieren.

Definition 1.3.2 (Fasteins). Ein Netz (1) )ycpn € Ay mit |Juy || <1 und uy <uy
fur A < p heifSt Fasteins, falls fiir allea € A in A gilt:

a= )llier?\au;\.
Dann gilt
11 —wup)all = [la*(1 —upr)[| —0,
also auch

a=limuya.
AEA

L 26.10.2016

7 26.10.2016

Theorem 1.3.3. Jede C*-Algebra A hat eine Fasteins.

Beweis. Sei
A={xeAy||x]| <1}

mit der (Prd-) Ordnung < von A . Wir zeigen zundchst, dass A gerichtet ist.
Seien dazu x,y € A. Nach Korollar 1.1.19 gilta := (1 —x)"x,b:= (1—-y) 'y €
A, .Seiz:= fi(a+b). Dann gilt mit Beispiel 1.2.8, dass

z2 fila)=14+1—x) )1 —x)x=x

und analog z > v.
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Es reicht zu zeigen, dass a = lim,cp ax fiir alle a € Ay, da A der lineare
Aufspann von A ist. Fiir x € A gilt (1 — x)? < 1 — x nach Korollar 1.2.5 und
folglich fira € Ay:

la(1 = x)|1? = [la(1 — x)%a]| < [la(1 — x)a].

Andererseits gilt fiir & > 0: afy(a) € A

a(l1—afy(a))a= (1+aa)'a*> <ala,
also

la(1 — afa(a))all < a”a].
Seie > 0und a > e 2||a|. Setze xg := afy(a). Seix € A, x > xo. Da |la(1 — x)a|
fur x € A ein fallendes Netz ist (nach Korollar 1.2.5), folgt
la(1 = x)|| < [la(1 = x)al|'? < Jla(1 - afu(a))al/? < a2 [|al]'? <,

also die Behauptung. O

Korollar 1.3.4. Sei A eine separable C*-Algebra (d.h. A enthilt eine dichte Folge).
Dann gibt es eine abziihlbare Fasteins (uy)renN-

Proposition 1.3.5. Sei x*x < a. Fiir jedes 0 < a < % gibt es ein b € A mit

B[] < [|a'/>%|| und x = ba®.

Beweis. Seien

tl—a

gnlt) = ——75, dun = (% +a)

Lta
(i +t)

n

-1/2 -1/2
—(ta)

Dann ist (g,) wachsend, also nach dem Satz von Dini auf [0, ||a||] gleichm&Big
konvergent gegen id!/2=* Die Folge b, == x (% +a) 121720 gt Cauchy, denn
16w — bul? = [|xdmnaz||* = ||a2 " dyx* xdna® ||

1 1
< Haiilxdmnadmnuiiau = ||dmna17“||2
= llgm(a) — gn(@) 1> < lgm — gull* —> 0,

nach Korollar 1.2.5 und Korollar 1.1.19, und weil d,,,, € C*(a).
Sei b == limy,— e by. Dann gilt

1b]} < sup x|
n

= SupHgl/Z—tx(% +a)_1/2x*x(% a) V212|172 || gl/2 x|
n

und
71/2{11/2 _

ba“ :nhglwx(%+a) X.

Dies zeigt die Behauptung. O
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Korollar 1.3.6. Seia € A und 0 < a < 1. Dann gibt es ein u € A mit a = u|a|*.

Beweis. Es gilt a*a = |a|?, also gibt es nach Proposition 1.3.5 ein u € A mit

a=u(|a*)*? = ua". O

1.4 Ideale und Quotienten

Definition 1.4.1 (Erbliche Kegel). Ein Kegel C C A, heifst erblich (Englisch:
hereditary), fallsaus 0 <a < bund b € C folgta € C.

Proposition 1.4.2. Sei L C A ein abgeschlossenes Linksideal. Dann ist L. (definiert
als AL ML) erblich und fiir alle a € A gilt a € L genau dann, wenn a*a € L.

Beweis. Sei x € A mita*a < b, wobei b € L. Mit Proposition 1.3.5 ist a = cb'/?
fiir ein ¢ € A. Dann ist C*(b) wegen b = b* die von b erzeugte abgeschlossene
Unteralgebra, also b2 € L und a € L. Dies zeigt beide Behauptungen. O

Korollar 1.4.3. Sei | C A ein abgeschlossenes Ideal. Dann ist |* = |.

Beweis. Da positive Elemente selbstadjungiert sind, gilt offensichtlich (J*), =
J+. Wegen Proposition 1.4.2 folgt

ae] = aae]i=(")y =—ae]" = a* €]
Dies zeigt die Behauptung. O
Theorem 1.4.4 (L. Segal). Sei ] C A ein abgeschlossenes Ideal. Dann ist A/ | mit der
Norm

lla+JII = llalla/y = inf{[[b] | b—a € J}

eine C*-Algebra.
Im Beweis benttigen wir das folgende Lemma.
Lemma 1.4.5. Sei (1) )pcn eine Fasteins von J. Dann gilt fiir allea € A

= lim||a — auy, .
lallasy = limla —au,|]

Beweis. Seie > 0.Sei b € | mit [la—b|| < [la]ja/;+ 5. Es gilt [|[1 —u,y|| <1
nach Korollar 1.2.5, also

lla—aur|| < [(a = b)(X = up) [ + 161 = up)[| < lla = b]| + [[b = bur .
Sei Ag € A derart, dass fiir A > Ag gilt ||b — bu, || < 5. Dann folgt
lallasy < lla—aupll < llalla/y +e

also die Behauptung. O
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Beweis von Theorem 1.4.4. Da | ein abgeschlossenes Ideal ist, ist A mit der Quo-
tientennorm eine Banachalgebra. Da nach Korollar 1.4.3 | = J* gilt, induziert *
von A eine antilineare Antiinvolution * auf A/]. Es bleibt die C*-Eigenschaft
der Norm zu zeigen.

Sei a € A. Es gilt nach Lemma 1.4.5

2 . 2 . % *
=1 1-— =1 1-— 1-— < ,
lalf3,; = limlla(1 — )| = lim | (1~ wn)aa(1 - )| < acal
da ||1 — u, || <1, wie wir oben gesehen haben. O

Theorem 1.4.6. Sei ¢ : A — B ein x-Morphismus von C*-Algebren. Dann ist ¢
normabnehmend und ¢(A) eine C*-Algebra. Ist ¢ injektiv, so ist ¢ eine Isometrie.

Beweis. Fiira € Aist og(¢p(a)) C oa(a). Ist a normal, so folgt

l¢(@)|l = ep(¢(a)) < 0ala) = |a]l.
Im allgemeinen hat man
Ip(a)ll = [lp(a*a)[|'/* < ||a*a|'? = |a]|.

Inbesondere ist ¢ stetig und ker ¢ abgeschlossen. Es reicht nach Theorem 1.4.4
anzunehmen, dass ¢ injektiv ist.

Es reicht weiterhin nach den obigen Uberlegungen zu zeigen, dass ¢ isometrisch
auf positiven Elementen ist. Angenommen also, dass ¢ nicht isometrisch ist,
gibt es ein a > 0 mit 7 :== ||¢(a)|| < ||a]| =:s. Sei f € C([0,s]) mit f([0,7]) =0
und f(s) = 1. Dann gilt mit Korollar 1.1.19

aber f(a) # 0, da der Funktionalkalkiil injektiv ist. Widerspruch! O

L 7.11.2016

79.11.2016

Korollar 1.4.7. Sei ] C A ein abgeschlossenes Ideal und B C A eine C*-Unteralgebra.
Dann ist B + ] eine C*-Unteralgebra und

(B+])/]=B/BN]
als C*-Algebren.

Beweis. Seim: A — A/] die kanonische Projektion. Dann ist 77(B) abgeschlos-
sen nach Theorem 1.4.6, also auch B + ] = 7~ !(7t(B)). Die Einschrankung der
kanonischen Projektion ¢ : B+ ] — (B + ])/] auf B induziert einen Ringiso-
morphismus B/BN ] = (B+])/]. Da ¢ ein x-Morphismus ist, gilt das auch
fur diesen Isomorphismus. O
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1.5 Positive Linearformen

Definition 1.5.1. Eine Linearform f : A — C heif3t positiv (Englisch: positive
functional), falls f(A+) C Rs. Sie heifSit ein Zustand (Englisch: state), falls
zusatzlich

o[l := sup{|p(a)| | [lall <1} =1.

Wenn ¢ positiv ist, gilt offensichtlich ¢(a*) = ¢(a) fir allea € A

Proposition 1.5.2. Sei ¢ eine positive Linearform. Dann gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung
lp(b*a)| < p(a*a)p(b*b), Va,be A.

Beweis. O.b.d.A. ist ¢(b*a) # 0. Mit z := —t¢(a*b)|p(b*a)| ! und t > 0 gilt

0< ¢((za+b)*(za+b))
= |z|?¢p(a*a) + 2¢(a*b) + wz¢p(b*a) + p(b*b)
= P¢p(a*a) = 2t|p(b*a)| + ¢(b*D),

also

* 1 * — *
9(670)| < 3 (p(a"a) + 7 p(b")).
Sind ay, b, Folgen in R~ mit a, — /¢(a*a) und b, — /¢(b*b), so folgt
mit ¢, == Z—Z, dass
* . 1 * — * * *
p(b*a)| < Tim > (tnp(a*a) + £, 9(b°D)) = \/¢(a”a)p(bb),
also die Behauptung. O

Proposition 1.5.3. Eine Linearform ¢ auf A ist positiv genau dann, wenn
> =li u
0 > gl = lim p(11y)

fiir eine (bzw. fiir jede) Fasteins (u, ) rc a. Fiir unitales A ist diese Bedingung dquivalent
zu (1) = 9]
Im Beweis benttigen wir das folgende Lemma.
Lemma 1.5.4. Positive Linearformen sind stetig.
Beweis. Sei ¢ > 0. Angenommen, ¢ ist nicht beschrankt auf
By :={ac Ay ||a] <1}.

Fiir alle k € IN gibt es dann a; € B mit ¢(a;) > 25*1. Dann gilt

[e)
a:=Y 2~y € By
k=0
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wegen Theorem 1.2.2. Fiir alle n € IN gilt dann

n
(P(Z 27(k+1 ) 22 k+1 >7’l+1
k=0
Widerspruch! Also ist ¢ beschrankt auf B . Fiir beliebiges a € A, |ja|| <1 folgt
a=b,—b_+i(cy —c_), b=2Xia+a*), c=5(a—a")
mit
[l < flofl < flaff <1
und analog [/c+|| < 1. Damit
(@) < |¢(0+)| + [@(0-) [+ [@(c+) [ +[P(e-)] < 4sup Pp(B+),

also ist ¢ beschrankt auf der Einheitskugel von A und somit stetig. O

Beweis von Proposition 1.5.3. Ist ¢ > 0und (u))recn, S0 ist (p(11)) e ein wach-
sendes Netz mit Grenzwert a < ||¢||. Fiir ||la] < 1 gilt

[p(ura)* < p(u3)¢p(a"a) < P(ur) ]l [la”all < allg]

mit Proposition 1.5.2 und da u% < u,. Es folgt |¢(a)|> < af ¢, also ||¢] < a

und somit ||¢|| = limycp ¢p(1y).

Umgekehrt sei ¢ stetig mit ||¢|| = lim,cp ¢(u,) fiir ein Fasteins (u))yep. Wir

zeigen zundchst, dass ¢ auf Ay, reell ist.

Sei dazu a = a* mit |ja]| < 1und ¢(a) = x +iy, x,y € R. O.B.d.A. ist y > 0. Sei
> 1 beliebig und Ag € A derart, dass fiir alle A > Ay

lauy —upal| < =
Dann folgt fiir alle A > Ay
|nuy —ia||® = ||n*u3 +a® — in(aup — upa)|| < n* +2.
Es folgt
(nllgll +9)? + 6 = [nllgll +y — ix|* = yg\lwnm —ia)|* < (n* +2)ll¢].

Da n beliebig war, folgt y = 0, also ist ¢(a) €
Seia € A4, ||a]| < 1. Dann ist wegen Lemma 1.5.5 ||[uy —a|| <1 und

191l = ¢(a) = lim p(ur —a) < I,

woraus ¢(a) > 0 folgt.
Ist A unital, so gilt 1 = lim, ¢ u,, also ist ¢(1) = ||¢|| wegen der Stetigkeit von
¢ dquivalent zu ||¢|| = limycp ¢p(uy) fiir eine/jede Fasteins (1) )yen- O
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Lemma 1.5.5. Seien a,b € A4, ||a|,||b]| < 1. Dann gilt
la—bll <1.

Beweis. In C([0,1]) gilt 0 < id < 1, d.h. o(a) C [0,1] und folglich 0 < a < 1.
Damit folgt 0 < 1 — a < 1 (analog fiir b), also

a—-b<1-b<«<1
und ebenso b — a < 1. Damit ist |a — b| < 1 und aus Korollar 1.2.5 folgt
la— bl = flla— bl <1.

Dies zeigt die Behauptung. O

1.6 Darstellungen und die GNS-Konstruktion

Definition 1.6.1. Sei H ein Hilbertraum. Eine *-Darstellung von A ist ein *-
Morphismus 77 : A — L(H). Ein Vektor ¢ € H heiflt zyklisch, falls t(A)yp in
H dicht ist. Die Darstellung heif8 nicht ausgeartet, falls w(A)H dicht in # ist.
Offenbar ist 7t nicht ausgeartet genau dann, wenn

= lim
P )\1 71(14)\)1,[,7, Vi € H

Beispiel 1.6.2 (Darstellungen und positive Linearformen). Sei (H,7) eine *-
Darstellung von A und ¢ € H. Dann ist ¢, definiert durch

¢a) = (gpln(a)yp), VacA,
eine positive Linearform3, denn fiir a € A gilt
¢(a*a) = ||m(a)y|* > 0.

Ist 7 nicht ausgeartet, so ist aufgrund von Proposition 1.5.3 ¢ ein Zustand
genau dann, wenn |[|i|| = 1.

Konstruktion 1.6.3 (GNS-Konstruktion). Die folgende Konstruktion geht auf
Gelfand, Naimark und Segal zurtick. Sei ¢ eine positive Linearform auf A. Sei

N:={aec A|¢(a*a) =0}.

Wegen Proposition 1.5.2 gilt ¢(b*a) =0, fallsa € N oder b € N ist.

3Wir folgen der Konvention (z1 |¢2) = (¢1|Z¢2) = Z{(1|¢2).
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Daher ist N ein Untervektorraum und die folgende Hermitesche Sesquilinear-
form wohldefiniert:

([b]|[a])g = @p(b*a), V[a],[b] € A/N.

Sie ist positiv semidefinit. Ist ([a]|[a])y = O, so folgt a € N und somit [a] = 0.
Also ist (-|-)¢ nicht-ausgeartet. Sei H,y die Vervollstindigung von A/N zu
einem Hilbertraum bzgl. der zugeordneten Norm. Sei [|-||, die Norm die-
ses Hilbertraums und bezeichne die stetige Fortsetzung von (-|-)y zu einem
Skalarprodukt auf Hy mit dem gleichen Buchstaben.

Istb € Nund a € A, so gilt

¢((ab)*ab) = ¢((a*ab)*b) =0

nach dem obigen Argument, also ist N ein Linksideal und A wirkt durch
Linksmultiplikation auf A/N.

Theorem 1.6.4. Sei ¢ eine positive Linearform auf A. Die natiirliche Wirkung von
A auf A/ N setzt sich eindeutig zu einer nicht ausgearteten *-Darstellung 1y auf
Hg fort. Ist (up)rca eine Fasteins, so konvergiert das Bild von uy in Hy gegen einen
zyklischen Vektor y. Zudem gilt

¢(a) = (g | mg(a)yy), Vae A. (1.6.1)

L 2.11.2016

77.11.2016

Beweis. Es gilt fiir a,b € A mit

la- 61|13 = 9(b*aa"b) < [lal>p(6°b) = [lall>][6]]2

da aa* < ||a||?> und b*aa*b < ||a||*b*b nach Korollar 1.2.5. Daher setzt sich die

Wirkung von a eindeutig zu einem beschrankten Operator 714 (a) auf H fort.
Offenbar ist 77y linear und multiplikativ. Wegen

(6] [ 7rg(a)([c])),, = p(b"ac) = p((a"b)"c) = (mp(a*)([0]) | [c]),,

tir alle a, b, c € A ist 71y eine x-Darstellung.
Sei (up)rca eine Fasteins von A. Fiir A < p gilt uy, —uy > (uy — uy)?, also

i) = [a]I? = @ (e = 12)%) < @l —up) — llpll = @l =0

wegen Proposition 1.5.3. Daher ist ([1)])1ea €in Cauchynetz und konvergiert
in Hy gegen ein ¢y. Es folgt flir allea € A

Tp(a) g = lim o] = [lim au] = [a]
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Die Konvergenz gilt, da wegen der Stetigkeit von ¢ ist die kanonische Abbil-
dung A — H stetig ist. Es folgt, dass ¢y zyklisch ist und 774 insbesondere
nicht ausgeartet. SchlieSlich gilt fiir allea € A

* 2 *
(g | mp(a“a)py) = |[7rg(a)yy||” = Ppla"a),
also folgt Gleichung (1.6.1) aus ihrer Linearitat. O

Korollar 1.6.5. Sei ¢ > 0. Definiere eine lineare Fortsetzung ¢ : A — C von ¢
durch ¢(1) := ||¢||. Dann ist ¢ die eindeutige Fortsetzung von ¢ zu einer positiven
Linearform auf A. Weiter gilt ||| = ||¢|-

Beweis. Eindeutigkeit folgt aus Proposition 1.5.3. Fiir die Positivitat sei (#, )
die ¢ zugeordnete Darstellung mit zyklischem Vektor 1, so dass

¢(a) = (y|m(a)y), Vae A

Aus der Konstruktion der Darstellung folgt, dass sich 77 zu einer Darstellung
von A mit 77(1) = idy fortsetzt und dass ¢ = limy ¢ 77(u, )¢ fiir jede Fasteins
(4r)ren von A.

Es folgt
$(1) = = i =i = 2
¢(1) = lloll = lim ¢(up) = lim (p[(ur)y) = (9]l
also
¢a) = (¢plm(a)yp), Vae A
Aus Beispiel 1.6.2 folgt die Positivitat. O

Korollar 1.6.6. Sei B eine C*-Unteralgebra von A. Jede positive Linearform ¢ auf B
setzt sich zu einer positiven Linearform ¢ auf A mit ||| = ||¢|| fort. Ist By erblich
in Ay (also z.B., wenn B ein Linksideal ist), so ist die Fortsetzung eindeutig.

Beweis. Sei B = C*(1,B) die von 1 und B erzeugte C*-Unteralgebra von A. Der
Beweis von Korollar 1.6.5 zeigt, dass sich ¢ zu einer positiven Linearform ¢ auf
B fortsetzt.

Nach dem Satz von Hahn-Banach (Theorem A.1.5) setzt sich ¢ zu einer stetigen
Linearform ¢ auf A fort, fiir die ||¢|| = ||¢| gilt. Es folgt

p(1) =¢ = ¢l

also ist ¢ nach Proposition 1.5.3 positiv. Dann ist i = 9|4 eine positive
Fortsetzung von ¢ mit identischer Norm.
Angenommen, B sei erblich und 1 eine positive Fortsetzung von ¢ auf A. Seien
¢ die Fortsetzung von ¢ auf A und ¢ die Fortsetzung von ¢ auf B = C*(1, B).
Sei (1)) e eine Fasteins von B. Dann ist

gl = (1) = ¢(1) = ll9]| = lim ¢(uy).
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Fir b € A mit ||b|| <1ist
up b*bu, < u%\ €B

nach Korollar 1.2.5, also u)b*buy € B, da By erblich ist. Da (A4)c = A ist,
folgt uy Auy C B.
Nach Proposition 1.5.2 gilt fiir allea € A

[p(a —upauy)| < [p((1—up)a)| + [Pp(ura(l —uy))|
VI = u)2)p(aa) + \padayp((1 - u2)?)

\/l/) 1—uy)( \/ (a*a) + \/¢(a*u§\a))

pla) = Lim p(upauy) = lim puauy).

N

N

Daraus folgt

Dies zeigt die Behauptung. O

Notation 1.6.7. Wir schreiben S = S(A) fiir die Menge der Zustidnde von A.
Weiter sei fiir jede Linearform ¢ : A — C die Linearform ¢* definiert durch

¢*(a) == ¢(a*), Vae A.
Proposition 1.6.8.
(i) S=S(A) ist konvex.

(ii) Die Menge
{pea ol <19=9"}

ist die konvexe Hiille von SU —S.
Im Beweis benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.6.9. Sei Q die Menge der positiven Linearformen von Norm < 1 und K die
konvexe Hiille von QU —Q. Dann ist K schwach* kompakt.

Beweis. Offenbar ist Q schwach* abgeschlossen in B und nach Proposition A.1.11
ist B schwach* kompakt. Daher ist Q schwach* kompakt.

Nach dem Satz von Eberlein-Smulian (Theorem A.1.13) reicht es zu zeigen,
dass K folgenkompakt ist. Da 0 € Q und Q konvex ist, gilt

K={¢1—¢2| 1, € Q}.

Sei (¢n — ¢u) eine Folge in K. Es gibt eine in Q konvergent Teilfolge (¢, ) von
(¢n) und eine in Q konvergente Teilfolge (¢, ) von (¢, ). Dannist (¢, — ¢k, )
eine in K konvergente Teilfolge von (¢, — ¢n). O
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Beweis von Proposition 1.6.8. Aus Proposition 1.5.3 folgt, dass

1f1 +2ll = llgnll +ligall, V1,92 > A

Damit folgt (i).

Die konvexe Hiille von S U —S ist die Menge K aus dem Lemma 1.6.9 und
folglich schwach* kompakt.

Sei a € As; und B = C*(a). Dann existiert nach Korollar 1.1.17 fiir alle
z € o(a)\ {0} ein x, € B mit x,(a) = z. Fiir die eindeutige Fortsetzung von
auf B gilt x.(1) = 1, also ist ), nach Proposition 1.5.3 ein Zustand auf B.
Gemif3 Korollar 1.6.6 gibt es eine Fortsetzung {, € S, also

lall = o(a) < sup{|¢(a)| | ¢ € S} < |lall.

Angenommen, es gebe ¢ € A’ \ K, v* = ¢, ||| < 1. Nach dem Satz von
Hahn-Banach (Theorem A.1.5) gibt es ein e > 0 und ein a € Ag = ((Asa)l,)’
mit i(a) > e aber ¢(a) < ¢ fiir alle ¢ € K (da K schwach* kompakt ist).

Da K = —K ist, folgt |¢(a)| < e fiir alle ¢ € K und somit

la]l < sup{l¢(a)| | ¢ € K} <& < y(a) < |la],
Widerspruch! Also ist K die Menge der ¢ = ¢* mit ||¢|| < 1. O

L 7.11.2016

710.11.2016

Definition 1.6.10. Sei F C S = S(A) eine Teilmenge. Die Menge heif$t trennend,
falls
Vae Ay :(VpeF:¢p(a)=0) = a=0.

Eine x-Darstellung (H, 7t) heif3t treu, falls ker 7t = 0.

Korollar 1.6.11. Die Menge S = S(A) aller Zustiinde ist trennend. Ist A separabel,
so gibt es ein ¢ € S, so dass {Pp} trennend ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar nach Proposition 1.6.8. Ist A separabel, so
gibt es eine dichte Folge (¢,) von S, denn die Einheitskugel von A’ ist in
diesem Fall in der schwach* Topologie metrisierbar und kompakt und folglich
zweit-abzdhlbar. Dann ist {¢}

¢ = 2 27(”“)(;)” €S
n=0
trennend, da {¢,|n € N} trennend ist. In der Tat: Ista € A} mit ¢(a) =0, so

folgt
¢n(a) =0, VneN.
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Theorem 1.6.12. Es gibt eine nicht-ausgeartete treue x-Darstellung von A. Ist A
separabel, so kann man annehmen, dass der Raum der Darstellung separabel ist.

Beweis. Es sei F C S eine trennende Teilmenge und

7'[:@7'[4).

¢cF

Sei a € ker 7T positiv. Dann gilt fiir alle ¢ € F

¢(a) = (g | mp(a)ipy) =0

nach Theorem 1.6.4, also a = 0. Es folgt, dass 7 treu ist.

Nach Korollar 1.6.11 kann man F = S nehmen. Im separablen Fall man F = {¢}
fiir ein ¢ € S nehmen. In diesem Fall ist 1 = 71y und A/N dicht in H,, also
letzterer Hilbertraum separabel. O

Korollar 1.6.13. Jede C*-Algebra ist isometrisch x-isomorph zu einer C*-Unteralgebra
von L(H), wobei H ein Hilbertraum ist. Ist A separabel, so kann man annehmen, dass
‘H separabel ist.

Beweis. Dies folgt sofort aus Theorem 1.6.12 und Theorem 1.4.6. O

1.7 Von Neumann-Algebren

Im folgenden sei H ein Hilbertraum.

Definition 1.7.1 (Starke und schwache Operatortopologie). Die schwache Opera-
tortopologie (WOT) auf L£(H) wird erzeugt durch die Halbnormen

= [(@lxg)], ¢ peH.
Die starke Operatortopologie (SOT) auf £(H) wird erzeugt durch die Halbnormen
x— [lxyll, yeH.

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist die schwache Operatortopologie
schwicher als die starke. Die starke Operatortopologie ist offensichtlich schwé-
cher als die Normtopologie.

Bemerkung 1.7.2. Die Produktabbildung (x,y) — xy ist SOT-stetig auf B x H
fiir jede norm-beschréankte Teilmenge B auf H:

[[Cey = xoy0) Il < 121l (v = wo) 9l + [ (x = x0)yotp -

Fiir festes y € £(#) sind die Abbildungen x — xy und x — yx WOT-stetig.
Die Involution (—)* ist WOT-stetig, aber nicht SOT-stetig, wenn dim H = oo.
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Proposition 1.7.3. Sei 7t eine Linearform auf L(H). Dann sind dquivalent:

(i) Esgibt Y, o € H, k=1,...,n, mit

™=

¢(x) = Y (x| x¢r), Vx e L(H).

k

1
(if) ¢ ist WOT-stetig.
(iii) ¢ ist SOT-stetig.

Beweis. Offenbar gilt (i) = (ii) = (iii).
(iii) = (i). Es gibt ¢4, ..., ¢, € H, so dass

()| < eyl < | L lewyl?] = Il
: L

wobei K== H"=H® - OH, p:== -9, € K und
M()E =X D DXE, VE=FH D&y €K
Sei V := m(L(H))y C K. Definiere ¢ : V —» C durch
p(m(x)p) = ¢(x), Vx € L(H).

Dann gilt
9@ < lSllc, ¥vEeV,

also setzt sich ¢ eine stetigen Linearform auf V fort.
Nach dem Darstellungssatz von Riesz (Theorem A.3.1) gibtes{ =& @ @
¢n € K mit

Px) = olr(a)$) = (&m0 = (6w

Dies zeigt die Behauptung. O

Korollar 1.7.4. Sei K C L(H) konvex. Ist K SOT-abgeschlossen, so ist K WOT-
abgeschlossen.

Beweis. Nach Voraussetzung und dem Satz von Hahn-Banach (Theorem A.1.5)

K=¢!

pes

ist

fiir eine Menge S von SOT-stetigen Linearformen. Da die Elemente von S nach
Proposition 1.7.3 WOT-stetig sind, folgt, dass K WOT-abgeschlossen ist. O
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Definition 1.7.5 (Kommutanten). Sei M C L(H). Der Kommutant M’ von M ist
M ={xeL(H)|VyeM:xy=yx}.
Wir schreiben (M')’ = M”, etc. Dann heifit M" der Bikommutant von M.

Bemerkung 1.7.6. Sei M C L(H) eine Teilmenge. Dann M’ eine WOT-abgeschlossene
Unteralgebra. Falls M = M*, ist M’ eine C*-Algebra.
Aus My C M, folgt My C M). Aus M C M" (und folglich M’ C M"’) ergibt
sich damit

M/// C M/ C M/// _— M/ — M”,.

Theorem 1.7.7 (Von Neumanns Bikommutantentheorem). Sei M C L(H) eine
C*-Unteralgebra, die 1 = idy enthdlt. Dann sind dquivalent:

(i M=M".

(ii) M ist WOT-abgeschlossen.

(iif) M ist SOT-abgeschlossen.

L 9.11.2016

716.11.2016

Beweis. (ii) <= (iii) folgt aus Korollar 1.7.4. Die Bemerkung zeigt (i) = (ii).
(iii) => (i). Fiir ¢ € H sei p die Orthogonalprojektion auf K := M. Dann ist
K M-invariant und da

(MK* | K) = (K+ | M*K) = (K*+ | MK) =0,
ist auch K+ M-invariant. Es folgt fiir alle x € M:
pxp==xp, px(1-p)=0,

also
px = pxp +px(1—p) = xp.
Damit gilt p € M'. Firy € M" gilt py = yp und ¢ = 1y € K, also yy € K.
Also gibt es fiir alle ¢ > 0 ein x € M mit ||(y — x)yp|| < e
Wie oben sei die x-Darstellung 7 von M auf H" definiert durch

m(x)=x{H @ DXy, VXEMI=0@ @ €H"
Man beachte
LH") = {x = (xij)1<ijen | Vi,j: xij € L(H)}.
Seien x = (x;;) € L(H") und y € M. Dann gilt

m(y)x —xm(y) = (yxi]' - xijy)lgi,jgn’
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also gilt
(M) = {x = (x;j) € L(H") | Vi,j: x;; € M'},

Es folgt 1(M") C n(M)".
Seiennuny € M" und ¢, ...,9, € H, und setze ¢ := 1 & - - - & P, € H". Der
erste Teil des Beweises zeigt nun, dass fiir alle ¢ > 0 ein x € M existiert, so dass

e> || ((y) - m(x)yl| = [iuy—xmﬂ

j=1

Damit ist y im WOT-Abschluss von M. O

Definition 1.7.8 (Von Neumann-Algebren). Die C*-Unteralgebren M C L(H),
die den dquivalenten Bedingungen von Theorem 1.7.7 gentigen, heifsen von
Neumann-Algebren (dquivalenterweise auch W*-Algebren.)

Korollar 1.7.9. Sei A C L(H) eine C*-Unteralgebra mit SOT-Abschluss M. Dann
ist M eine von Neumann-Algebra auf dem abgeschlossenen Unterraum AH von H.
Falls A nicht-ausgeartet auf H wirkt, so gilt M = A"

Im Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 1.7.10. Sei (X)), ein monoton wachsendes Netz positiver Elemente von
L(H), das in Norm beschriinkt ist. Dann konvergiert (x,) in SOT.

Beweis. O.B.d.A.ist ||x,|| <1.Sei ¢ € Hund ¢ : L(H) — C definiert durch

¢(x) = (p | xp), Vxe L(H).

Dann ist ¢ eine positive Linearform. Da 77(x) ) beschrankt und monoton wach-
send ist, konvergiert dieses Netz gegen ein r > 0.
Fur A < p gilt

(e — 20)911* = ¢((x — x2)?) < play —x)) —> r—7 =0,

also folgt, dass (x,y) ein Cauchynetz ist, und folglich gegen ein x¢ € H
konvergiert. Dies definiert einen linearen Endomorphismus x von ‘H. Nach
dem Prinzip der gleichméBigen Beschranktheit (Theorem A.3.2) ist x € L(H)
und x; — x in SOT. O

Beweis von Korollar 1.7.9. Sei (1)) eine Fasteins von A. Nach Lemma 1.7.10
konvergiert (1) in SOT gegen ein positives e € £(#). Dann konvergiert fiir
a € A uja in Norm gegen a und in SOT gegen ea. Damit ist e € M eine Eins
fiir M und wegen ¢? = e eine Orthogonalprojektion. Auf e wirkt A nicht-
ausgeartet und A(1 —e) = 0. Ist A nicht ausgeartet auf #, so folgt e = idy,. O
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Definition 1.7.11 (Partielle Isometrien). Sei A eine C*-Algebra und u € A.
Dann heifst u eine partielle Isometrie, falls u*u eine Projektion ist.

Lemma 1.7.12. Sei A eine C*-Algebra, a € A, p := a*a und q = aa*. Dann sind
dquivalent:

(i) Es gilt p> = p.

(ii) Es gilt aa*a = a.
(iii) Es gilt a*aa* = a*.
(iv) Esgilt 4> = q.

Beweis. Es gilt (ii) <= (iii) durch Anwenden von (—)*. Durch Ersetzen von
a* mit a folgt (iii) <= (iv), sobald (i) <= (ii) bewiesen ist. Schliefilich gilt
offensichtlich (ii) = (i).

(i) = (ii). Sei x := aa*a — a. Dann gilt

3 2

x*x = (a*aa*)(aa*a) — (a*aa*)a — a*(aa*a) +a*a = p* — p* + p*> —p = 0.

Aus der C*-Norm-Identitat folgt x = 0, also die Behauptung. O

Proposition 1.7.13 (Polarzerlegung). Sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra
und x € M. Dann gibt es genau eine partielle Isometrie u € M, so dass u*u die

Orthogonalprojektion auf |x|(H ) ist und x = u|x|.

Beweis. Sei p die Orthogonalprojektion auf |x|(#). Wir definieren u auf |x|(#)
durch

u(|x|yp) =xyp, Ve H.

xlpll> = (| [xPp) = (p | x*xpp) = [[xyp]?

ist dies wohldefiniert und setzt sich eindeutig zu einer Isometrie

p(H) = [x|(H) — x(H) CH
fort. Weiterhin folgt ker x = ker|x|. Da |x| selbstadjungiert ist, gilt
ker|x| = (|x[(H))" = (1 - p)(H).

Mit u := 0 auf (1 — p)(H) erhalten wir eine partielle Isometrie u € L(H). Per
Konstruktion gilt
ulx| = x.
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Ist v eine partielle Isometrie mit v*v = p und x = v|x|, so folgt
* *
v=o0'v =vp, u=uutu=up

und fiir alle ¢ € H
olx|(y) = xp = ulx|(¥),
also vp = up und folglich v = u.
Es bleibt zu zeigen, dass u € M gilt. Sei A = C*(x). Es reicht nach Korollar 1.7.9
zu zeigen, dass u € A" liegt. Sei dazu y € A’. Es gilt

xy(1—p) =yx(1—-p) =0,

also y(ker x) C ker x = ker  und

uy(1—p) =0=yu(l—p).
Andererseits gilt p(H) = |x|(H) und fiir alle ¢ € H:

uy(|x[(y)) = ulxlyyp = xyp = yxp = yu(|x[(y)),
da nach Funktionalkalkiil |x| € A gilt, also uyp = yup und somit uy = yu. O

L 16.11.2016

721.11.2016

Theorem 1.7.14 (Kaplanskys Dichtesatz). Sei A C L(H) eine C*-Unteralgebra mit
SOT-Abschluss M. Dann ist die Einheitskugel B(A) stark dicht in der Einheitskugel
B(M) von M. Weiter ist B(A)sy SOT-dicht in B(M)s, und B(A)y SOT-dicht in
B(M)4. Falls 1 = idy € A ist, ist U(A) SOT-dicht in B(M).

Der Beweis erfordert etwas Vorbereitung.

Definition 1.7.15 (Stark stetige Funktionen). Eine stetige Funktion f : R — C
heift stark stetig, falls fiir jedes Netz (xy)yen C L(H)sa, das in SOT gegen
x € M, konvergiert, in SOT gilt

f(x) = lim f(x,).

AEA

Proposition 1.7.16. Sei f : R — C stetig mit f(0) = 0 und es a, > 0 mit
|f(t)] < a|t| + B fiir alle t € R gilt. Dann ist f stark stetig.

Beweis. Sei S die Menge aller stark stetigen Funktionen R — C und S’ C S
die Teilmenge aller beschrankten Elemente. Aus Bemerkung 1.7.2 folgt, dass
SPS C S. Es folgt, dass S” mit ||-||e eine kommutative Banachalgebra ist.
Seie(t) == (1+t?)"'t und x,y € L(H)ss- Dann gilt

e(y) —e(x) = (1+y*) (y(1+2*) — (1+y*)x)(1+ %)
=1+ M y—x)1+) 7+ 1+ Tylx —y)x(1+27) 7N
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Da ||(1+x?)7!|| <1 und ebenso fiir y, folgt, dass e(x)) — e(x) in SOT, falls
x), — x (Bemerkung 1.7.2). Daher gilt e € S? und e; € S? mit e.(x) = e(ex),
falls € > 0. Die Funktionen e, € > 0, trennen die Punkte von R \ {0}. Aus dem
Satz von Stone-Weierstrass (Korollar A.2.3) folgt Co(R \ {0}) C S°.

Sei nun f wie in der Behauptung und x = idR. Es folgt

fA+x%)"1 e Co(R\{0}) C S
Da x € S, folgt f(1+ x?)"'x € S. Da diese Funktion beschrankt ist, gilt
f(1+x%)71x? € S. SchlieBlich folgt
f=f1+x*) 2+ fa+x3)tes.
Das zeigt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 1.7.14. Nach Korollar 1.7.4 stimmen SOT-Abschluss und
WOT-Abschluss von A, iiberein. Da (—)* WOT-stetig ist (Bemerkung 1.7.2),
folgt, dass dieser Abschluss M, ist.

Man betrachte f : R — R, definiert durch

f(t) = max(min(t,1), —1).

Dann ist f stark stetig nach Proposition 1.7.16. Ist x € B(M)s,, so existiert ein
Netz (x))ren C Agg mit x = limyep x) in SOT. Es folgt

x = f(x) = lim f(xp)

und da f(x)) € B(A)sg, ist B(A)s; SOT-dicht in B(M)s,.
Betrachtet man stattdessen

f(t) := max(min(t,1),0),
so folgt ebenso, dass B(A) SOT-dicht in B(M) ist.
Seiidy € A und u € U(M). Dann gibt es nach dem Spektralsatz x € M, mit
u = exp(ix). Es gibt also ein Netz (x))yen € Asp mit x = limyep x, in SOT.
Aus Proposition 1.7.16 folgt u = lim) ¢ exp(ix,) in SOT. Da exp(ix,) € U(A),
folgt, dass U(A) SOT-dicht in U(M).
Sei schliefllich x € B(M). Der SOT-Abschluss von My(A) C My(L(H)) =
L(H @& H) ist Mp(M). Es gilt

= (0 g) € BV (M),

also gibt es ein Netz (y))ren € B(Mz(A))se mit y = limyc in SOT. Mit
x) = (yp)12 folgt x) € B(A) und

x = lim X\
AEA

in SOT. Dies zeigt die Behauptung. O
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Theorem 1.7.17 (Kadisons Transitivititssatz). Sei A C L(H) eine C*-Unteralgebra
mit SOT-Abschluss M. Fiir alle x € M, alle endlich-dimensionalen Unterrdume
V C H, so dass die Orthogonalprojektion p auf V in M liegt, und alle e > 0 gibt es
a € A mit

aly = xly, |lall < lx[| +e

Lemma 1.7.18. Unter den Voraussetzungen von Theorem 1.7.17 gibt es a € A mit
(@ —x)lvll <& lall < lx|vl].

Beweis. O.B.d.A. sei ||x|y|| = 1 (wenn x|y = 0 ist, ist nichts zu zeigen). Sei
y = xp,so dass ||y|| < 1.Seivy,...,v, eine ONB von V. Nach Theorem 1.7.14
gibtes a € A mit |ja|| <1 und

|av; — xvj|| = [|av; —yvj[| <e, Vji=1,...,n

Dann gilt fiir alle v = i (v[v;)v; € V:

lao — xo? = 2] a—y)ojlo) P SZN%W

also
@ =2)lvll=ll(a—ypll <e
Dies zeigt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 1.7.17. Mit Lemma 1.7.18 folgt, dass es a9 € A gibt mit

o]l < 1] und E

E.
Per Induktion zeigen wir nun, dass es fiir allen € N, n > 1, ein a, € A gibt

(&)l

In der Tat, fir n = 1 liefert Lemma 1.7.18 41 € A mit

[ (a0 — x)[v| <

mit [|a,| < 5 und
€
= oontl”

o] < || (x = a0)|v]| < =

N

und
€

I(x = a0 —ay)lvll < 3.
Angenommen, wir haben die Behauptung fiir gegebenes n > 1 bewiesen. Dann
liefert Lemma 1.7.18 ein a,,41 € A mit

n
llans1ll < H (x -) ﬂk)‘
k=0 4
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und
n—+1 €
(= Zw)l, ] <z

Dann gilt fiira = Y, a, € A: aly = x|y und

2 e
[all < [[x|| + 27:||x||+8-

Dies zeigt die Behauptung. O

L 21.11.2016

723.11.2016

1.8 Irreduzible x-Darstellungen

Definition 1.8.1 (Reine Zustdnde). Sei K eine konvexe Menge. Ein x € K heifst
Extrempunkt, falls nur als Endpunkt einer Strecke in K vorkommt. D.h., aus
x =ty + (1 —t)yo mit t € [0,1] und y1,y> € K folgt, dass x = y; oder x = y5.
Sei S = S(A). Dann heifit ¢ € S rein (Englisch: pure state), falls ¢ ein Extrem-
punkt der Menge Q aller positiven Linearformen von Norm < 1 ist.

Theorem 1.8.2. Sei (H, ) eine nicht-triviale x-Darstellung von A. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Darstellung 7t ist irreduzibel: Es gibt keinen Unterraum 0 # V C H, der
unter A invariant ist.

(ii) Die Darstellung mt ist topologisch irreduzibel: Es gibt keinen abgeschlossenen
Unterraum 0 # V C H, der unter A invariant ist.

(iii) Die einzigen Projektionen p = p* = p* € mt(A)' sind p = 0 und p = idy,.
(iv) Es gilt T(A)' = Cidy,.

(v) Die Menge t(A) ist SOT-dicht in L(H).

(vi) Fiiralled, ¢ € H, p #0, gibt es ein a € A mit t(a)yp = ¢.

(vii) Jeder Vektor ¢ € H, i # 0, ist zyklisch.

(viil) Es gibt einen reinen Zustand ¢ € S = S(A) und einen isometrischen Isomor-
phismus u : H — Hgy mit urt(a) = my(a)u fiir alle a € A.
Im Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 1.8.3. Sei M C L(#H) eine von Neumann-Algebra. Dann ist M die kleinste
von Neumann-Algebra, die alle Projektionen p = p* = p*> € M enthiilt.

Beweis. Sei a = a* € M. Dann ist a nach dem Spektralsatz fiir beschrankte
selbstadjungierte Operatoren im SOT-Abschluss der konvexen Hiille seiner
Spektralprojektionen. Letztere sind SOT-Limiten von Polynomen in a. O
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Beweis von Theorem 1.8.2. (i) = (ii). Trivial.

(i) = (iii). Sei p = p* = p* € n(A)’". Dann ist p(H) abgeschlossen und
A-invariant, also p = 0 oder p = 1 = idy,.

(iii) = (iv). Aus Lemma 1.8.3 folgt, dass 71(A)’ von p = 0 und p = 1 erzeugt
wird.

(iv) = (v). Wire 7t ausgeartet, so gibe es p = p* = p? € m(A)’ mit p # 0 und
p # idy. Daher ist 7w nicht ausgeartet. Die Behauptung folgt aus Theorem 1.7.7.
(v) = (vi). Sei T € L(H) mit Ty = ¢ (z.B. T = |¢)(¢]). Man wende Theo-
rem 1.7.17 auf V = (¢, ¢)¢ an.

(vi) = (i). Sei ¢ # 0. Der kleinste invariante Unterraum, der ¢ enthilt, enthalt
auch m(A)p = H.

(vi) = (vii). Offensichtlich.

(vii) == (iii). Sei p = p* = p? € w(A), p # 0, und ¢ € p(H), ¢ # 0. Damit
m(A)p C p(H) und es folgt p = 1.

(iv) == (viii). Nach (vii) ist jeder von Null verschiedene Vektor zyklisch. Wir
konnen also aufgrund von Aufgabe 1 auf Blatt 4 0.B.d.A. annehmen, dass
(H, ) = (Hgy, 7tp) fiir einen Zustand ¢ ist.

Sei 0 <t <1und ¢ =ty + (1 —t)¢Pp mit ¢y, ¢ € S. Dann gilt 0 <ty < ¢, so
dass es nach Aufgabe 3 auf Blatt 5 ein x € 7(A), x > 0, gibt mit

tg1(a) = (Pg | m(a)xyy), Va € A.
Dann ist x = Aidy fiir ein A > 0. Es folgt
tp1(a) = Ap(a), Va € A.

Somit
t=[tg1]| = [[Ag] = A

und t = 0 oder ¢; = ¢. Daher ist ¢ ein reiner Zustand.

(viii) = (iii). Sei ¢ ein reiner Zustand und (#, 7r) die zugeordnete *-Darstellung
mit zyklischem Vektor 1. Angenommen, es gebe p = p* = p?> € w(A)’ mit
p #0und p # 1. Seien ¢y, ¢, definiert durch

o1(a) = (p | m(a)py) = |7 (@)pyll®,  ¢2(a) := (¢ | 7(a)(1 - p)y)

fur alle 2 € A. Dann sind ¢4, ¢, positiv und ¢ = ¢; + ¢. Ware p(yp) = 0,
so wire p(m(A)p) = 0, also p = 0, Widerspruch. Folglich p(¢) # 0 und

(1-p)(y) # 0 und
0< Ip@)IP =gl 0< 1= p)@)I2 = llg2ll

so dass

¢1 = |91
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Es folgt fiir allea,b € A

([a] | plb]) = (m(a)p | pr(b)p) = (9 | 7(a*b)pyp)
= ¢1(a*b) = |1 ||@(a*b) = ([a] | [b]),

also p = 1, Widerspruch! Es folgt die Behauptung. O

Definition 1.8.4 (Irreduzible x-Darstellungen). Sei (4, 7) eine %-Darstellung,
7t # 0. Dann heifit die Darstellung irreduzibel, falls die dquivalenten Bedingun-
gen von Theorem 1.8.2 erfiillt sind.

L 23.11.2016

725.11.2016

1.9 Reelle C*-Algebren

Definition 1.9.1 (Reelle C*- und B*-Algebren). Sei A eine reelle Banachalgebra
mit einem reell-linearen involutiven Antiautomorphismus (—)*. Dann heifit A
eine B*-Algebra, falls

lla*al| = Ha||2, Va € A.

Sei A eine B*-Algebra. Die Komplexifizierung Ac von A ist eine komplexe
x-Algebra mit Produkt und Involution gegeben durch

(ﬂl + ibl)(ﬂlz + lbz) = (a1a2 — b1b2) + i(blllz + a1b2), (a + Zb)* =a* —ib*

fur alle a,aq1,a,,b,b1,bp € A.

Damit heifit A eine reelle C*-Algebra, falls auf Ac eine Norm existiert, die
diejenige von A fortsetzt und beziiglich derer A¢ eine C*-Algebra ist. Nach
Theorem 1.4.6 gibt es hochstens eine solche Norm.

Proposition 1.9.2. Sei A eine reelle C*-Algebra und t4 : Ac — Ac definiert durch
Ta(x +iy) = x"+iy", xy€A.
Dann ist T4 ein linearer involutiver Antiautomorphismus und
A={aeAc|tala)=a"}.

Sei umgekehrt B eine C*-Algebra und T ein linearer involutiver Antiautomorphismus
von B. Dann ist

A:={beB|t(b)=b*}

eine reelle C*-Algebra und die komplex lineare Fortsetzung der Inklusionsabbildung
A — B ist ein x-Isomorphismus ¢ : Ac —> B, sodass To¢p = ¢ o T4.
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Beweis. Alle Aussagen sind leicht zu beweisen: Offenbar ist A in A¢ durch die
Gleichung T4 (a) = a* charakterisiert. Insbesondere stimmt die Einschrankung
von T4 auf A mit (—)* tiberein und ist folglich ein Antiautomorphismus. Durch
komplex lineare Fortsetzung folgt, dass letzteres auf Ac gilt.

Ist umgekehrt B eine C*-Algebra mit gegebenem 7, so ist A, wie oben definiert,
eine abgeschlossene reelle Unteralgebra. Damit ist A eine B*-Algebra. Weiter
zeigt man leicht, dass ANiA =0 und B = A +iA ist. Damit ist Ac vermége ¢
*-isomorph zu B und da ¢ auf A isometrisch ist, ist A ist eine reelle C*-Algebra.
Die Vertréaglichkeit des Isomorphismus ¢ mit T folgt durch Komplexifizierung
aus dem Umstand, dass sie sich auf A zu ¢ = ¢ reduziert. O

Bemerkung 1.9.3. In der Literatur werden die Paare (A, T), wobei A eine C*-
Algebra ist und 7 ein linearer Antiautomorphismus von A, oft als “Reelle C*-
Algebren” (mit groflem R) bezeichnet. Die Terminologie wurde in Anlehnung
an eine Arbeit von Michael Atiyah iiber “Reelle K-Theorie” von Gennadij
G. Kasparov gepragt.

Beispiel 1.9.4. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum. Dann ist Co(X, R)
eine (kommutative) reelle C*-Algebra. In der Tat kann man Cy(X) und

©(f) = f, Vfelo(X)

betrachten.
Allgemeiner sei 1y ein Automorphismus von X mit Tg = idx. Dann kann man

T(f) ::fOT(), VfECQ(X)

definieren. Die entsprechende reelle C*-Algebra ist

Co(X,T0) = {f € Co(X) | Vx € X : f(m0(x)) = f(x)}.

Der Automorphismus 7y definiert eine Wirkung der Gruppe Z, (der Galois-
gruppe der Korpererweiterung C : IR) auf X. In diesem Sinne sind die obigen
Funktionen solche, die mit der Z,-Wirkung vertauschen.

Proposition 1.9.5. Sei A eine B*-Algebra. Es gibt eine unitale B*-Algebra A, die A
als abgeschlossenes Ideal enthiilt, so dass A=A, falls A unital ist, und A andernfalls
von Codimension eins in A ist. Ist A eine reelle C*-Algebra, so ist (A¢)™ isometrisch

s-isomorph zu (A)c.

Beweis. Fiir den ersten Teil geht der gleiche Beweis wie fiir Proposition 1.1.5
durch. Per Konstruktion kann man die Operationen “Komplexifizierung” und
“Unitalisierung” miteinander vertauschen. O
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Definition 1.9.6 (Spektren in B*-Algebren). Sei A eine B*-Algebra und g@ =

(A)c. Fur alle a € A definieren wir

o(a) :=04(a) = agc(a) ccC

und nennen dies das Spektrum von a.
Ein selbstadjungiertes Element a € A heif8t positiv, falls o(a) C Rxy.

Theorem 1.9.7 (Arens-Kaplansky). Sei A eine kommutative reelle Banachalgebra
mit involutivem Antiautomorphismus (—)*. Es gelte

|a|? < ||a*a + b*b||, Va, b€ A.

Dann ist A eine reelle C*-Algebra und isometrisch x-isomorph zu einer Algebra der
Form Co(X, 19), wobei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum ist und 75 : X — X
ein Automorphismus mit T3 = idx.

Beweis. Offensichtlich ist A eine B*-Algebra. Denn mit b = 0 erhilt man fiir
alleac A
lall* < fla*al| < [la*|||al|,

also ||a*|| = ||a|| und damit ||a|> = ||a*a|. Insbesondere ist fiir a € A¢ das
Spektrum o (a) und der Spektralradius o(a) wohldefiniert.

Sei Re : Ac — A definiert durch Re(a + ib) = a fiir alle 2 € A. Wir definieren
auf Ac die folgende Norm:

|a|| = sup |Re(e®a)||, Vae A.

|0|<m

Dies setzt die Norm von A fort und
1
max (||x|, [lyll) < llx+ iyl < (Ix[IP+y[*)?, Vxye€ A

Insbesondere ist Ac mit dieser Norm ein Banachraum. Wir unterbrechen den
Beweis fiir ein Lemma. O

Lemma 1.9.8. In der obigen Situation gilt fiir alle a,b € Ac:

lall = fla”]], (1.9.1)
[labll < 2lal[[[o]], (1.9.2)
lal? < 2[|a*all. (1.9.3)

Beweis. Seien x,y,u,v € A mita = x +iy und b = u + iv. Es gilt

|a*|| = sup ||Reei9a*H = sup ||Ree*i9a*|| = sup ||(Reei9a)*|| = ||a]|.
|o|<m o|<m 0|<
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Weiterhin gilt

llab]| = sup ||(cos(8)x + sin(8)y)u + (sin(6)x — cos(0)y)v||

|o]<m

< lall ([l + o ll) < 2/[all[[B]],

Ebenso

lall? < [1x]% + [l < 2[lx*x + vyl = 2[|Re(a*a)|| < 2]|a*all.

Dies zeigt die Behauptung.

O

Beweis von Theorem 1.9.7 (Fortsetzung). Nach Lemma 1.9.8 ist A¢c mit der Norm

|-||" == 2]|-|| eine Banach-*-Algebra. Fiir a € A¢ folgt aus Proposition 1.1.7:

o(a) < [la]|" = 2[|a|
und aus Korollar 1.1.8:

o(a) = lim ([la"||")

n—mao0

T = lim 2)a"|F = lim ||a"|7.
n—oo n—-ao0

Wir unterbrechen den Beweis fiir ein weiteres Lemma.

Lemma 1.9.9. In der obigen Situation sei a € Ac und x € A. Dann gilt

la|l < 20(a*a)? < 20(a),
[x]] = o(x).
Beweis. Fir x = x* € A gilt

n —n n—1 n—1 27" n—1 —n+1
PPT=0TET ) =P ==l

I
also folgt mit dem Obigen o(x) = ||x||. Fiir alle x € A folgt weiter
. 1
o(x) = lim [lx"[
mit

* L % L %\ 1 P
()" ()2 = [[(x" )27 = e(x"x)2 = [[x"x[[2 = |[x].

Fiir a € Ac gilt folgt aus der Gleichung (1.9.3)

on-1 -1 -1 _
la*a|* = (laal®)”  <2%" |(a*a)*|*" <--- <227 (a%a)”

da

n—1
Yy 2F=02"—1.
k=0

(1.9.4)

(1.9.5)
(1.9.6)

7
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Es folgt mit Gleichung (1.9.3)

2\2" * 2" 42" % 2"
(lal??" < (@latal)* < - li@"a)?',
so dass
. _ 1 * n —n
lal? < 4 tim 273 |(a"a)?"|2" = 4g(a"a).

Weiterhin

[(a*a)"|| < 2| (a")*[[|la"|| = 2[|a" %,
also

o(a*a) < o(a)*.

Dies zeigt die Behauptung. O

L 25.11.2016

728.11.2016

Beweis von Theorem 1.9.7 (Fortsetzung). Seinun X = ;L\C. Nach Proposition 1.1.14
ist X lokal-kompakt und wie eben gesehen ist

I:A—Co(X):ar—T(a), T(a)(x):=x(a)

ein isometrischer Algebramorphismus (wohldefiniert nach Proposition 1.1.14).
Er setzt sich zu einem Morphismus komplexer Algebren Ac — Co(X) fort,
der nach Gleichung (1.9.5) in Lemma 1.9.9 injektiv ist und abgeschlossenes Bild
hat. Wir unterbrechen den Beweis erneut fiir ein Lemma. O

Lemma 1.9.10. Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir a = u+iv € Ac,
u=u*v=0v"€Ac,und z = x+iy € o(a) mit x,y € R:

|xcosf + ysinb| < 2|lucos® +vsinb||, V|| < 7.
Beweis. Sei || < 7 und zg := re®, wobei r > ||a]|’ = 2||a||. Nach (1.9.4) ist
a — zp invertierbar und fiir den Konvergenzradius R der Reihe

oo

la—zo—z]| ' = (a—z0) " Y 2"(a—2z0) "
k=0

gilt mit den Gleichungen (1.9.5) und (1.9.4)

1 1
n n

Rl = lim (I1(a—zo)™"|l")

— s _ —n
Jim, = Jim_(I(a—z0)"1)

@I613)F = o) < 2t = et

wobei b == (a —zp)*(a — zp). Es gilt

<

< Iim
n—-oo

b=1r*(1—-c), c:=2r Yucos(d)+wvsin(9)) —r 2a*a,
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so dass fiir r > 4||a||’ + (||a]|")? gilt ||c||" < 1 und

1

211,—117

o < s
1= lell’

ry/1— ]! <R.

Falls also z = x + iy € o(a) ist, folgt z — 29 € o(a — z) und

Folglich

(x —rcos(9))* + (y — rsin())* = |z — zo|* > R* > r*(1 — c||").
Es folgt

xcos(6) +ysin() < £||c||’ +(2r) 7 Yz]?
= ||ucos(8) + vsin(f) — (Zr)_la*aH, + (2r) 7Yz~
Indem man r — oo schickt, folgt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 1.9.7 (Fortsetzung). Sei a = a* € Ac und z € o(a). Mit
6 = 7 in Lemma 1.9.10 folgt

imz| < 2[|o

mit v = 5 (a —a*) = 0, also z € R. Insbesondere ist T ein *-Morphismus, so

dass T'(A¢) eine abgeschlossene x-Unteralgebra von Cy(X) ist, also eine C*-
Unteralgebra. Nach Definition von X trennt I'(A¢) die Punkte und ist nirgends
verschwindend, also folgt I'(A¢). Da die Einschrankung von I' auf A eine
Isometrie ist, ist A eine reelle C*-Algebra.

Wir definieren schliefilich 1y : X — X wie folgt:

w0 (x) (x + iy) = x(x*) +ix(y")-
Dann gilt mit 7(f) := fo 1, dassT oty =710oT,also I'(A) = Co(X, 10). O

Beispiel 1.9.11. Sei H ein reeller Hilbertraum. Jedes x € L(H) setzt sich eindeu-
tig linear zu x¢ € L(H¢) fort. Man definiert einen linearen Antiautomorphis-
mus T auf £L(Hc¢) durch

(€| t(x)n) =(xC|n), VYxeLl(Hc)ineH. (1.9.7)

Dann gilt
T(x) =x* <= (¢H|H)CR < x(H) CH.

Folglich identifiziert sich £(7{) mit der durch 7 definierten reellen C*-Algebra
und es gilt L(H¢) = L(H)c.
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Sei nun A eine in der Normtopologie abgeschlossene Unteralgebra von £(#),
so dass A* = A. Dann ist A eine C*-Algebra, denn die Inklusionsabbildung
A — L(H) C L(Hc) identifiziert Ac mit einer C*-Unteralgebra von L(H¢),
so dass

A={aeAc|t(a)=0a"},

wobei T wie oben definiert ist.

Definition 1.9.12 (*-Darstellungen von B*-Algebren). Sei H ein reeller Hil-
bertraum und A eine B*-Algebra. Dann ist eine *-Darstellung von A ein reell
linearer *-Morphismus 77 : A — L(H).

Theorem 1.9.13 (Ingelstam). Sei A eine reelle Banach-Algebra mit einer Involution
(—)*. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) A ist eine reelle C*-Algebra.

(if) A ist eine B*-Algebra und fiir alle a € A ist das Element a*a positiv.

(i) A ist eine B*-Algebra und fiir alle a € A ist 1+ a*a invertierbar in A.

(iv) Esgilt
la]l* < lla*a+b*b||, Va,be A (1.9.8)

(v) Esgilt

Ha||2 < Ha2 + bZH, Va=a*b=0"c A, ab = ba. (1.9.9)

(vi) A besitzt eine isometrische *-Darstellung.

L 25.11.2016

7 28.11.2016

Lemma 1.9.14. Sei A derart, dass Gleichung (1.9.9) gelte, und a € A. Dann sind
dquivalent:

(i) Das Element a ist positiv.

(ii) Esgibtesb € As, mit a = b2

(i) Esgilta € Asgund ||t —a| < tfiirallet > ||a]|.
(iv) Esgilta € Agy und ||t —a|| <t fiirein t > ||a]|.

Beweis. Sei a selbstadjungiert. Dann ist die von a erzeugte abgeschlossene *-
Unteralgebra B C A nach Theorem 1.9.7 eine reelle C*-Algebra. Nun kann man
Lemma 1.2.3 auf B¢ anwenden. O
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Beweis von Theorem 1.9.13. (i) = (iv). Nach Voraussetzung ist Ac eine C*-
Algebra. Aus Theorem 1.2.2 folgt a*a > 0 fiir alle a,b € A, also a*a < a*a + b*b.
Mit Korollar 1.2.5 schlieSt man

la]|> = lla*al| < ||a*a + b*D].
(i) => (iii). Es gilt
c(1+a*a) =1+c(a*a) C[1,00),

also 0 ¢ o(1+ a*a), so dass 1+ a*a in Ac invertierbar ist. Es gilt mit b :=
(1+a*a)~!, dass

1=1(1+a%a)t(b) = (1+a*a)t(b),

also b = 7(b). Ebenso zeigt man b = b*, so dass b € A folgt.
(iii) = (ii). Seia = a* € Aund z = x + iy € C mit x,y € R. Fir y # 0 gilt

vy 2a—-z)(a—2)" = yfz((u —x)2+ yz) =1+b'b, b:=(y la—y lx).

Nach Voraussetzung ist 1 + b*b invertierbar. Damit ist fiir y # 0

(-2 =(a—2)"((a—x2+7) ",
d.h. z ¢ o(a) und folglich c(a) C R.
Sei nun a € A beliebig. Wir wissen bereits, dass ¢(a*a) C R>9. Angenommen,
es gebe x € R?, x # 0, mit —x? € ¢(a*a). Dann gilt fiir b := x~'a, dass

0=1+x2(—x2) € o(1+b*D),

im Widerspruch dazu, dass 1+ b*b invertierbar ist. Folglich ist o(a*a) C Rxo.
(il) = (v). Seien a,b € A, ab = ba, a = a*, b = b*. Wie im Beweis von
Lemma 1.9.9 zeigt man

o(a* +b%) = |la® + V||, o(a?) = ||a?.

Nach Voraussetzung ist b2 >0, also a? < a? + b2. Sind also z € cT(a2 und w €

)
cr(a2 +b2), sofolgtz>0undw—z > 0.Esfolgtw > 0und z < w < Q(a2 +b2),
also
|a]|? = [|a®]| = 0(a?) < o(a® + b?) = ||a® + b||.

(iv) = (v). Trivial.

(v) = (ii). Wie im Beweis von Theorem 1.2.2 verwendet man Lemma 1.9.14, um
zu zeigen, dass Ay ein abgeschlossener konvexer Kegel ist. Man argumentiert
weiter wie im Beweis von Theorem 1.2.2, denn aufgrund von Theorem 1.9.7
kann man Positiv- und Negativteil von selbstadjungierten Elementen definieren.
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(v) = (vi). Die Voraussetzung gilt fiir A. Nach der Voraussetzung kénnen
wir wegen Theorem 1.9.7 den stetigen Funktionalkalkiil auf jede von einem
normalen Element erzeugte abgeschlossene *-Unteralgebra anwenden. Insbe-
sondere geht der Beweis von Proposition 1.5.3 (mit 1 anstelle von (u,)) durch
und zeigt, dass eine Linearform ¢ auf A genau dann positiv ist, wenn sie stetig
ist und ¢(1) = ||¢|| gilt. Sodann zeigt man wie im Beweis von Proposition 1.6.8,
dass die Zustidnde von A trennend sind. Um den Beweis von Theorem 1.6.12
zu replizieren, reicht es zu zeigen, dass jeder abgeschlossene *-invariante Un-
terraum von seinen positiven Elementen aufgespannt wird. Aber dies folgt aus
dem Funktionalkalkiil.

(vi) = (i). Folgt aus Beispiel 1.9.11. O

1.10 Bibliographische Notizen zu Kapitel 1

Die Abschnitte 1.1-1.5 folgen {iberwiegend Pedersens Buch [13]. Abschnitte 1.6
und 1.7 vermischen Material aus Pedersens und Davidsons Buch [8]. Abschnitt
2.5 folgt Pedersen. Fiir Abschnitt 1.9 wurde schlieilich auf die Originalarbeiten
von Arens, Arens-Kaplansky und Ingelstam zuriickgegriffen [1, 2, 10].






2
Beispiele von C*-Algebren

2.1 Die Algebra der kompakten Operatoren

Im folgenden sei L = K(H) C L(H) die Algebra aller kompakten Operatoren
auf H, d.h.

K = {x e L(#) | x(B) kompakt},
wobei B die Einheitskugel von H sei.
Da K ein Ideal in £(H) ist, folgt fiir x € K mit x = u|x|, dass £ > u*x = |x]
und x* = |x|u* € K ist. Daher ist K eine C*-Algebra.

Definition 2.1.1 (Projektionen). Ein selbst-adjungiertes Element p € A heift
Projektion, falls p?> = p. Insbesondere ist p > 0.

Proposition 2.1.2. Sei 0 # A C K eine C*-Unteralgebra. Dann enthilt A eine
Projektion e # 0, die minimal beziiglich der Ordnung auf positiven Elementen ist. Es
gilt eAe = Ce.

Ist t # 0 eine x-Darstellung von A, so gibt es eine minimale Projektion e € A, so
dass 1t(e) # 0. Ist 7t irreduzibel, so hat 7t(e) Rang eins.

Beweis. Es gibta € Ay, a # 0. Da a kompakt ist, ist nach Theorem A.3.5 0 (a)
abzdhlbar und 0 der einzig mogliche Haufungspunkt von o (a). Weiter ist jedes
A €o(a), A #0, ein Eigenwert von a. Da A ein isolierter Punkt von o(a) ist, ist
dy € C(c(a)) =2 C*(1,a), also die Spektralprojektion p von A in A enthalten.
Nach Voraussetzung ist p kompakt, also ist p(B), die Einheitskugel von p(#),
kompakt. Mit Korollar A.3.4 folgt, dass p(#) ist endlich-dimensional ist, d.h. p
hat endlichen Rang. Dann gibt es eine Projektion e € A mit ¢ < p von minima-
lem Rang # 0. Diese Projektion ist minimal in A. Angenommen, eAe enthielte
ein selbstadjungiertes Element ¢ Ce. Dann erhdlt man mit dem gleichen Argu-
ment eine Spektralprojektion ¢’ < e von a4, ¢’ # e. Dann wire aber rke’ < rke,
Widerspruch! Somit eAe = Ce.

Sei 71 # 0 eine *-Darstellung. Es gibt a € A, so dass 7(a) # 0. Es gibt eine
Spektralprojektion p von a mit 77(p) # 0, denn a|,,,. liegt im Normabschluss
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des Aufspanns seiner Spektralprojektionen zu Eigenwerten # 0. Da p endlichen
Rang hat, ist p die Summe minimaler Projektionen in A. Es gibt also eine
minimal Projektion e mit 7z(e) # 0.

Ist rk7t(e) > 1, so nehme man Einheitsvektoren ¢ L # in im7r(e). Fiir alle
b € A gibtes A € C mit ebe = Ae, also

(€l (b)) = (Sl (ebe)yy) = A(Gly) = 0.

Ist y ¢ m(A)¢ # 0 und 7 folglich nicht irreduzibel. O

L 30.11.2016

75.12.2016

Korollar 2.1.3. Sei 0 # A C K(H) eine C*-Unteralgebra, so dass die Identititsdar-
stellung irreduzibel ist. Dann ist A = KC(H). Umgekehrt ist die Identititsdarstellung
von K(H) irreduzibel.

Beweis. Nach Proposition 2.1.2 gibt es eine minimale Projektion ¢ € A von
Rang eins. Es gibt einen Einheitsvektor i € H mit e = |¢) (y].

Seien §,1 € H. Nach Theorem 1.8.2 (vi) gibtes a,b € A mitayp = ¢ und ayp = 7.
Es folgt

A S aeb” = alp)(P|b” = [ap) (by| = |&) (7]

Folglich enthilt A die Operatoren endlichen Rangs und damit auch K.

Da jeder beschrinkte Operator der SOT-Limes von Operatoren endlichen Rangs
ist (Theorem A.3.7), folgt, dass K SOT-dicht in £(#) ist. Aus Theorem 1.8.2 (v)
folgt, dass die Identitatsdarstellung von K irreduzibel ist. O

Korollar 2.1.4. Die C*-Algebra IC ist einfach, d.h., sie besitzt keine nicht-trivialen
abgeschlossenen Ideale.

Im Beweis benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.1.5. Sei A eine C*-Algebra und | C A ein abgeschlossenes Ideal. Ist (H, 77)
eine irreduzible x-Darstellung von A mit 7t(J) # 0, so ist (H, t|}) eine irreduzible
x-Darstellung von J.

Beweis. Wegen A] C Jist m(J)H # 0 ein A-invarianter Unterraum von #,
also H = 7nt(J)H nach Theorem 1.8.2 (i). Sei 0 # V C H ein J-invarianter
Unterraum. Da V* ebenfalls J-invariant ist, folgt V = 7(J)V. Dann ist aber
auch V invariant unter A, und es folgt X = V. O

Beweis von Korollar 2.1.4. Sei | # 0 ein abgeschlossenes Ideal von K. Nach
dem Lemma 2.1.5 ist die Einschrankung der Identitidtsdarstellung von K auf |
irreduzibel. Damit ist | = K, gemaf} Korollar 2.1.3. O
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Definition 2.1.6 (Unitire Aquivalenz von Darstellungen). Seien (#, 1) und
(H', ") *-Darstellungen von A. Sie heiflen unitir iquivalent, falls es einen
isometrischen Isomorphismus u : H — H' gibt, so dass

unt(a) = 7'(a)u, Va € A.

Theorem 2.1.7. Sei A C K = IC(H) eine C*-Unteralgebra. Jede nicht ausgeartete *-
Darstellung von A ist die orthogonale direkte Summe von irreduziblen *-Darstellungen,
die unitir dquivalent zu Unterdarstellungen der identischen Darstellung sind.

Im Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.1.8. Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.1.7 hat jede nicht ausgear-
tete x-Darstellung # 0 eine irreduzible Unterdarstellung, die zu der Einschrinkung
der identischen Darstellung auf einen minimalen A-invarianten Unterraum # 0 unitir
dquivalent ist.

Beweis. Sei (', 1) eine nicht ausgeartete *-Darstellung # 0 von A und gemas
Proposition 2.1.2 ¢ € A eine minimale Projektion, so dass p := 7(e) # 0. Seien

pece(H) e p(H), |yl =I¢E| =1, und definiere

Hyp = Ap, Hg= (A

Wir definieren eine lineare Abbildung u : Hy — Hl@ durch stetige Fortsetzung
der Zuordnung

u(ay) = n(a)c.
Um zu zeigen, dass dadurch eine isometrischer Isomorphismus wohldefiniert
ist, betrachten wir den Zustand ¢ auf A, der durch

9(a) = (play), Vae A,
definiert ist. Es gilt eAe = Ce und ey = 1, also
eae = ¢p(a)e, Va e A.
Es folgt fiir alle a,b € A, dass
(u(ay)|u(byp)) = (r(ae)¢|r(be)) = @p(a*b)(E|pg) = p(a”b) = (ay|by),

also ist u wohldefiniert und ein isometrischer Isomorphismus.
Weiter gilt
t(a)u(by) = rt(ab)¢ = u(aby), Vb e A,

also 7t(a)u = ua. Damit sind die Darstellungen (Hy, 7ry) mit 7y (a) = aly , und
(Hg, mg) mit 7tz (a) = 7(a) |H% unitdr dquivalent.
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Es gilt fuir alle a € A:
e(ayp) = eaep € Cyp,
also ist im 71 (e) = Cyp. Sei ¢’ € 7my(A)" C L(Hy) eine Projektion. Dann ist
'y =c'my(e)y = my(e)e'y = Ay,

firein A € C.Dae? =¢,ist A =0,1.Ist A =1, soiste’ = idelP. Andernfalls ist

dap = e'my(a)p = my(a)e'yp =0,

also ¢’ = 0. Nach Theorem 1.8.2 (iv) ist (Hy, y) irreduzibel. Insbesondere ist
nach Theorem 1.8.2 (i) Hy ein minimaler A-invarianter Unterraum von H. Die
Behauptung folgt. O

Beweis von Theorem 2.1.7. Sei (H', 7r) eine nicht ausgeartete *-Darstellung von
Aund (H;)jcj eine maximale Familie paarweise orthogonaler abgeschlossener
A-invarianter Unterrdume, so dass die Einschrankung von 7t auf jedes H;

H' = (D fH]-)L

j€l

irreduzibel ist. Dann ist

wieder invariant unter A. Wiare H" # 0, so existierte nach Lemma 2.1.8 eine
irreduzible Unterdarstellung von #", Widerspruch! Folglich ist ' = @jc; H;.
Nach Lemma 2.1.8 ist die Einschrankung von 7t auf H; dquivalent zu einer
Unterdarstellung der Identitdtsdarstellung. Daher folgt die Behauptung. O

Korollar 2.1.9. Sei A C K = K(H) eine C*-Unteralgebra, wobei H als separabel
vorausgesetzt sei. Dann gibt es irreduzible x-Darstellungen (Hy, i), k € N\ {0},
einen Hilbertraum Ho und einen isometrischen Isomorphismus

u:H —)@Hk,
k=0

so dass die Abbildung a — uau™ einen x-Isomorphismus

A — 0& P K(Hy)
k=1

induziert. Dabei sind jeweils nur endlich viele Summanden (Hy, 7y ) zueinander unitir
dquivalent. Insbesondere ist jede endlich-dimensionale C*-Algebra isomorph zu einer
direkten Summe von Matrixalgebren M,,(C) und folglich unital.

Beweis. Nach Einschrinkung auf AH koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
die identische Darstellung nicht ausgeartet ist. Nach Theorem 2.1.7 ist sie
dann die orthogonale direkte Summe von irreduziblen Darstellungen (#;, 7t;),
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so dass jedes 71; unitér dquivalent zu einer Unterdarstellung der identischen
Darstellung ist. Aus der letzten Behauptung folgt

Aus Korollar 2.1.3 folgt, dass 71;(A) = K(H;).

Es bleibt zu zeigen, dass die irreduziblen Summanden endliche Vielfachheit
haben. Dazu beachte man, dass eine Projektion genau dann kompakt ist, wenn
sie endlichen Rang hat (Korollar A.3.4). Nun wende man Proposition 2.1.2 an,
um den Beweis abzuschlieflen. O

2.2 AF-Algebren

Proposition 2.2.1. Es seien Aj = @5_; My, (C) und Ay = @f:l My, (C) endlich-
dimensionale C*-Algebren. Sei ¢ : Ay — Ay ein injektiver x-Morphismus. Dann ist
@ bis auf Konjugation mit Elementen von U(Ay) bestimmt durch genau eine £ X k
Matrix A = (a;;) mit a;; € N fiir alle i, j und

Am < n,

wobei m = (my,...,my)t, n = (ny,...,ny)" und die Ungleichung komponentenweise
zu verstehen ist. Der Fall, dass ¢ unital ist, entspricht genau Am = n.

L 5.12.2016

77.12.2016

Beweis. Sei mj : Ay — My,;(C) die kanonische Projektion. Dann ist ¢; :=
;o @ eine x-Darstellung von A; und nach Theorem 2.1.7 die direkte Summe
irreduzibler Unterdarstellungen der identischen Darstellung von A;. Da die
Summanden My, (C) von A einfach sind, haben sie jeweils nur eine unitire
Aquivalenzklasse von Darstellungen. Dann ist ¢; unitir dquivalent zu

ajlidml @D - '{ijidmk,

wobei id,, die identische Darstellung von M,,(C) bezeichne und mt die m-fache
orthogonale direkte Summe von 7. Es gilt 2?:1 ajin; < m; und Gleichheit genau
dann, wenn ¢; unital ist. O

Definition 2.2.2 (Matrix der partiellen Vielfachheiten). Die Matrix A aus Propo-
sition 2.2.1 heif3t Matrix der partiellen Vieflachheiten (Englisch: matrix of partial
multiplicities).

Konstruktion 2.2.3 (Bratteli-Diagramm). Sei Ay, { € N, eine Folge endlich-
dimensionaler C*-Algebren und ¢, : Ay — A/, unitale *-Morphismen. Bis
auf unitdre Aquivalenz gilt

ky
Ay = EB Mm([) (C)
=t
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und ¢y ist durch die Matrix partieller Vielfachheiten

A0 — (ﬂfj)léiékg+1,1<j<kw AO () — 4y (E+1)
gegeben. Das Bratteli-Diagramm der Folge ist der gerichtete und beschriftete
Graph mit

e Knoten (¢,1),..., (¢, k;) mit Beschriftungen mgé),. .., m,(cf) (entsprechend den

Summanden von A, und
()
Ji

Vielfachheit des iten Summanden von Ay im jten Summanden von Ay ).

e g’ gerichteten Kanten von (¢,7) nach (¢£+1,j) (entsprechend der partiellen

Definition 2.2.4. Sei (A, ¢;) eine Folge von C*-Algebren A, und *-Morphismen
¢ Ay — Aypyq. Eine C*-Algebra A heif$t induktiver Limes der A, (man schreibt
auch A = ligé Ay), falls es x-Morphismen j, : Ay — A mit j, 1 0 ¢y = j, fiir al-
le ¢ gibt, so dass es fiir jede Folge kommutativer Diagramm von *-Morphismen
und C*-Algebren

Ay L B
o

A

genau einen *-Morphismus ¢ : A — B gibt, so dass i o j, = i, fiir alle ¢ gilt.
Eine C*-Algebra heifst AF-Algebra, falls sie induktiver Limes einer Folge unitaler
*-Morphismen endlich-dimensionaler C*-Algebren ist. Offensichtlich ist eine
solche Algebra durch (mindestens) ein Bratteli-Diagramm gegeben und jedes
Bratteli-Diagramm definiert genau eine AF-Algebra.

Beispiel 2.2.5. Die Algebra I = KC(H) (mit H separabel und unendlich-dimen-
sional) ist eine AF-Algebra. Man kann K als den induktiven Limes der Folge
mit dem folgenden Bratteli-Diagramm erhalten:

1 2 3 4 5

Beispiel 2.2.6. Die CAR-Algebra ist die AF-Algebra A, die als induktiver Limes
der Einbettungen

Py : MZE (C) — M2£+1 (C), qog(a) = (g 2) ,

gegeben ist. Sie ist durch das folgende Bratteli-Diagramm beschrieben:

1 2 4 8 16 32




BEISPIELE VON C*-ALGEBREN 55

Da Bild von ¢, ist enthalten in der Unteralgebra B, := M,/(C) & My (C) C
Ay, also ist A auch der induktive Limes der By. Es gilt

4 0 0 0
ag 0y [0 a 0 O
P10 a) "o 0 a o0
0 0 0 a

also hat die zugehorige Folge das Bratteli-Diagramm
1 2 4 8 16 e
1 1 2 4 8 16 e

Dies zeigt, dass dieselbe Algebra durch verschiedene Bratteli-Diagramme be-

schrieben wird. Allerdings gilt per Konstruktion
A1 CBCACBC---

im Sinne injektiver (und sogar unitaler) *-Morphismen.

Der folgende Satz aus dem Jahr 1972 verallgemeinert einen Satz von Glimm
(1960), der den Fall von UHF-Algebren betrachtete, d.h., dass alle A,, Matrixal-
gebren (und nicht Summen solcher) sind.

Theorem 2.2.7 (Bratteli). Eine C*-Algebra A ist genau dann eine AF-Algebra, wenn
sie separabel ist und folgendes gilt: Fiir alle ¢ > 0 und alle endlichen Teilmengen
C C A gibt es eine endlich-dimensionale Unter-C*-Algebra B C A, so dass

maxdist(a, B) < €. (2.2.1)
acC

Falls Ag C A eine endlich-dimensionale Unter-C*-Algebra von A ist, so kann man B
so wihlen, dass Ag C B gilt.

Der Beweis erfordert etwas Vorbereitung.

Lemma 2.2.8. Fiiralle e > 0 und n € IN gibt es ein 6 = 6(¢,n) > 0, so dass fiir jede
unitale C*-Algebra A, jede Folge p1, ..., pn € A paarweise orthogonaler Projektionen
(d.h. pipj = 0 fiir i # j) und jede Unter-C*-Algebra B C A mit

max dist(p;, B) <9
j=1

gilt, dass es paarweise orthogonale Projektionen qq,...,q, € B gibt mit

n
max|[p; — gl <&

Gilt 2;7:1 pj = 1, so kann man annehmen, dass 2}7:1 q; = list.
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Beweis. Fur n = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir n = 1 setzen wir ¢ := min(£, }).

Ist p; € A mit dist(p1,B) < 4, so gibt es b € B mit ||p; — b|| < 26. O.b.d.A. ist
b =b*.
Fiir z # 0,1 ist z — p; invertierbar mit

Iz = p1) "l = dist(z, {0,1})

Ist |z| > 26 und |z — 1] > 29, so folgt also

[z=p) ' b—p1)|| <1

und das Element
z=p) ' z=b)=(z—p) E=pr+p—b)=1-(z—p1) ' (b—p1)
ist invertierbar in A (geometrische Reihe). Damit ist
o(b) C[-26,25) U1 —26,1+26]

Da 26 < 3, sind diese Intervalle disjunkt, und die charakteristische Funktion

f =11 251126 liegt in C (o (b)).
Wir erhalten somit eine Projektion g7 := f(b) € C*(B) und gilt

lp1 = aull < llpy = bl + [[id = |, 5y <40 < e

Dies zeigt den Induktionsanfang mit é(g, 1) := 4. Man beachte, dass fiir hinrei-
chend kleines ¢ > 0 gilt: 6(¢, 1) < cie mit c; = 1. (Fortsetzung folgt.) O

L 7122016

712.12.2016

Beweis (Fortsetzung). Die Behauptung sei fiir ein gegebenes n > 1 bewiesen,
mit d(e,j) < cje fiir j = 1,...,n, fiir hinreichend kleines ¢. Es gibt also ein
12> dp > 0, so dass fiir alle 0 < § < Jy paarweise orthogonale Projektionen
q1,.-.,9n € B existieren mit

Hp]—q]H g Cj(s, V] = 1,...,71

Seien

n
meq—Z%

i=1

]
und b = b* € B mit ||p,+1 — b|| < 26. Dann gllt

[pni1— A =q@)b(1—=q)|| = [[(1 = p)ppa(1—p) — (1 —q)b(1 —q)||
<N@G=p)panra(L =D+ 1A= q)(pup1 —b) A —p) | + |1 = q)b(g — p) |

1 Cpi10
<@+ 6l)llg = pll + lpns1 — bl < (2426) Y cjd+6 < ”J; ,
j=1
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wobei ;11 = 2(1+4 Y1 ¢)).
Nach dem Beweis fiir n = 1 gibt es eine Projektion g,,11 € (1 —g)B(1 — g) mit
(1= g)b(1 = q) = gui1]| <26 < %516, Es folgt

Hanrl Qn+1|| Cn+10.

Es reicht also,

5(e,n) —mm( 50’I;nm(5(6,cn+1 7))

zu setzen, um die Induktionsbehauptung zu beweisen.
Schliefilich nehme man an, dass Z” 1 pj =1 gelte. Dann folgt

H n+1

1-) 4
=1

ntl n+1
<Y llp—aill < (zcj)(s<2cn+15,
j=1

=

was < 1 ist, vorausgesetzt, ¢ ist hinreichend klein. Da 1 — Z” 1 q; aber eine
Projektion ist, hat dieses Element Norm 0 oder 1. Es folgt die Behauptung. O

Lemma 2.2.9. Fiir alle ¢ > 0 und n € IN gibt es ein 6 = 6(g,n) > 0, so dass
folgedes gilt: Falls A eine unitale C*-Algebra ist und Unter-C*-Algebren B, By C A
(s)

gegeben sind, so dass dim By < n gilt und By ein System von Elementarmatrizen e
1<s <4, 1< i, j < mg, besitzt, so dass

méalxmaxdmt( ) ,By) <0
s=1 i

gilt, gibt es ein unitires Element u € C*(1, By, By) C A mit
u*Biu C By, |lu—1||<e¢

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass man annehmen kann, dass By und B, die
Eins von A enthalten. Denn ist ¢ € By die Eins von By, so ist C*(1,B1) =
B; @ C(1 —e). Es gilt weiter

{ ms
dist(1 —e,C*(1,By)) = dist(e, Bp) < ) _ ) _ dist( ”),Bz) < nd,
s=1i=1

also reicht es, die Behauptung fiir C*(1, B;) und C*(1, By) zu beweisen.
O.b.d.A. gelte also 1 € B; N By. Ziinachst nehmen wir an, dass By = C®--- & C
mit dim By = n gelte. Die Elementarmatrizen fiir B; sind paarweise orthogonale
Projektionen py, ..., py € By mit 1L, pj = 1.

Wir nehmen an, dass ¢ < 1 sei. Seien 77 := ;&7 und J = (77, 1) wie in Lem-
ma 2.2.8. Dann gibt es paarweise orthogonale Projektionen g, ..., g, € By mit
Ipj —qjll <7 furallej=1,.
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Definiere a := 2;1:1 q;p;- Dann gilt

Ll*ﬂ— 1-y9 Zp] P] pj = ZP] 77+ ))p
n
> pi(n— g, —pilp ’72?]*’7
j=1

also a*a > 1—n > 0 und a*a ist invertierbar. Sei u := a|a|~!. Dann ist u unitr.
Esgiltfurallej=1,...,n

n n
ap; =Y qipipj = q;pj = Y qj9ipi = q;@
i=1 i=1
und folglich a*ap; = p;a*a. Es folgt
upj = ala|'p; = apjla| 7! = gjala| ™!

also uBju™ C By. Schliefilich gilt

= q]u,

[l = 1| < [Ju = all + [la = 1] < [|al[[[[a]~ 1—1II+ZH = Pipill
=

S(=m = 4m <ty <e
Dies zeigt die Behauptung fiir das spezielle 31

Sei nun B; beliebig und B] die von el(is), 1<s<1<i<mg, aufgespannte

C*-Unteralgebra. Sei §(7’, n) wie in Lemma 2.2.8, wobe1 n = und

201
0<6< min(&(n/,n), ﬁ)

Erfiillt nun B; die Voraussetzung, so gibt es nach den obigen Uberlegungen ein
unitires Element u € C*(1, B, B,), so dass

uBju* C By, |lu—1||<—=
Seien fi(].s) = uefjs)u*. Es gilt nach Voraussetzung

. €
dlst(fi(]-S),Bz) <o+ Hefjs) —fz‘S‘S)H S 4’
denn

e = £11 < fle = el + [l e = 1)) < 2w~ 1] < £

Fiir alle s und ] sei ag % ¢ B, selbstadjungiert mit || f (]s) | < 5. Dann gilt

furb = f11 a1] f]] :
€
£ o) < .
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Wir kénnen annehmen, dass A treu und nicht-ausgeartet auf einem Hilbertraum

‘H wirkt. Insbesondere ist bg;) auf ker f].(js), also
( €y € £(s)
by — (1= ) > S

und bg;) ist injektiv auf im f]-(js). Wenden wir also die Polarzerlegung Propo-

(s)

sition 1.7.13 auf b, j an, so erhalten wir eine eindeutige partielle Isometrie

ugs) € By mit im uS) = imfl(i).
Es gilt wie oben
1 €
Hblj —u%}”é(l—%) _1<§
: o OO NO!
Wir definieren wi (”1]') Uy und
o 3 ) £0)
vi=), (“1]‘ )" fi
s=1j=1
Es gilt
o = (i) ul () 1Y) = W) A A = ) A A g
sowie

U—ZZ ”11 ”1] fl] szz L

s=11,j=1 s=11,j=1

da uBju* die Eins von A enthdlt. Also ist v unitér. Es folgt v fig.s)v* = ul(;), also
vuBjuv* C Bs.
Es gilt
_ L (s)
lo—ull = r?f‘l’“?aXH ”1] ) f (fl “fij | < maXHul] fl] | <
also
low—1]) < |l(0 =Dl + [lu—1] < Z+ £ <
b 3 1207
Dies zeigt die Behauptung. O
L 13.12.2016
715.12.2016

Beweis von Theorem 2.2.7. Ist A eine AF-Algebra, so gibt es eine aufsteigende
Folge (A;) endlich-dimensionaler Unter-C*-Algebren, so dass UJ;_j A, dicht
in A ist. Daraus folgt Bedingung (2.2.1).

Sei also A separabel, (a,) eine dichte Folge in B(A) mit ap = 0 und ¢, eine mo-
noton fallende Nullfolge mit eg = 1. Sei A eine gegebene endlich-dimensionale
Unter-C*-Algebra (etwa 0 oder C1), 0.B.d.A. enthalte sie die Eins von A, wenn
A unital ist.
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Per Induktion zeigen wir, dass es fiir alle n € IN eine endlich-dimensionale
Unter-C*-Algebren Ag C A; C --- C A, C A gibt, so dass

max dist(a, Ay) < en.

Aus dieser Behauptung wird das Theorem folgen, denn dann ist J;_, A, eine
dichte Unteralgebra von A und folglich A = ligqn Ap.

Den Induktionsanfang fiir # = 0 haben wir bereits erledigt. Angenommen,
die Aussage sei fiir gegebenes 1 > 0 bewiesen. Da A, = &!_ 1Mm5 (C), gibtes
Elementarmatrizen e( ) in Apfurallel1 <s<fund1<i,j<

Seid =9 (E”T“, dlmA n) wie in Lemma 2.2.9. Nach (2.2.1) glbt es eine endlich-
dimensionale Unteralgebra B C A, so dass

l +1 .. £
max max dlst( el ,B) <4, max dist(a, B) < 2L,
s=1 1<i,j<ms k=0 3

Nach Lemma 2.2.9 gibt es eine unitdres Element u € A, so dass uA,u* C B
und [lu — 1| < 2L

Man definiert daher Aptq = u*Bu. Dann gilt fir alle 0 <k <n+1
dist(ay, Ay 41) = inf||uagu™ — b||
beB

< Mua(u™ = DI + [ (u = Dag|| + infla - b]]

€
<2lju—1| + "3“ < éeni-
Dies zeigt die Behauptung. O

Wir zitieren das folgende Ergebnis ohne Beweis. Man kann es durch Anpassung
des Beweises von Theorem 2.2.7 zeigen.

Theorem 2.2.10. Sei A eine AF-Algebra und seien (Ay, ¢n) und (By, ) Folgen
injektiver unitaler x-Morphismen endlich-dimensionaler C*-Algebren, die A als induk-
tiven Limes haben. Dann existiert ein unitiires Element u von A, so dass

n=0 n=0

als Unteralgebren von A. Inbesondere gibt es Teilfolgen von (m;) und (n;) von IN, so
dass
Vi:Am; CuBpu® C A, .

Als néchstes diskutieren wir Ideale von AF-Algebren.

Lemma 2.2.11. Sei A = lim Ay, der induktive Limes einer Folge injektiver *-
Morphismen von C*-Algebren und | C A ein abgeschlossenes Ideal. Dann gilt

= h&n Jns
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wobei [, == Ay, N ]. Insbesondere sind abgeschlossene Ideale von AF-Algebren selbst
AF-Algebren.

Beweis. Man beachte zunéchst, dass fiir alle n € IN der kanonische *-Morphis-
mus A, — A injektiv ist, so dass man A, als Unter-C*-Algebra von A
betrachten kann. Damit ist die Definition von |, sinnvoll.

Man hat ein kommutatives Diagramm von *-Morphismen

Jn Ay An/ Jn

l l

] —— An+t] —— (Au+])/],

wobei das linke Quadrat aus Inklusionen besteht, die rechten waagerechten Pfei-
le kanonische Projektionen sind und der rechte senkrechte Pfeil vom mittleren
senkrechten Pfeil induziert ist.

Nach Korollar 1.4.7 ist ¢ ein *-Isomorphismus. Es folgt fiir alle a € A,

dist(a, Ju) = l|a+Julla,/5, = lla+Jll(a,+y)/p = dist(a, ]).
Daraus folgt leicht, dass |, J; dicht in ] ist. O

Definition 2.2.12. Sei D ein Bratteli-Diagramm. Eine Teilmenge M der Knoten
von D heifst gerichtet (Englisch: directed), falls fiir alle Kanten

(£,i) — (L+1,))

in D, so dass (¢,i) € M, gilt, dass (£ +1,j) € M ist.
Die Teilmenge M heif8t erblich (Englisch: hereditary), falls fiir alle Knoten (¥, 1)
in D, so dass fiir alle Kanten

(i) — (£+1,))
in D gilt, dass (¢ +1,j) € M ist, folgt, dass auch (¢,i) € M ist.

Theorem 2.2.13. Sei A eine AF-Algebra mit Bratteli-Diagramm D. Die abgeschlos-
senen ldeale von A sind in Bijektion mit den gerichteten erblichen Teilmengen M der
Knoten von D.

Beweis. Sei A = lim, A, wobei D der Folge (A, ¢¢) zugeordnet sei. Wir
konnen annehmen, dass fiir alle £ € IN gilt A, C Ay 1 € A und ¢, die
Inklusion ist.

Sei | C A ein abgeschlossenes Ideal und J; := A, N J. Wir schreiben

Ap= AL, A= My (C).
i=1
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Da alle Summanden einfach sind, ist J, die direkte Summe der Algebren Az
mit (¢,i) € My, wobei

My = {(6,i) | 1<i<ky,JN A, #0}.

Sei M := Uj2y My. Wir zeigen, dass M gerichtet und erblich ist.
Es gelte (£,i) € My und (¢,i) — (£+1,j) sei eine Kante in D. Dann gilt

Ai’ﬂ ﬂAl # 0 und Aé+1 C J, also

JN A, #£0,

sodass ({+1,j) € My, . Damit ist M gerichtet.

Es sei (¢,i) ein Knoten von D und ] die Menge aller 1 <
(¢,i) — (£ +1,) eine Kante von D sei. Es gelte (¢ +1,j) €
Dann gilt

j < kyyq, so dass
My, furalleje J.

]2 @ AZH 2 AF'
i€l
also (¢,i) € M,. Es folgt, dass M erblich ist.
Aus Lemma 2.2.11 folgt, dass die Zuordnung | — M injektiv ist. Es reicht zu
zeigen, dass sie surjektiv ist. Sei also M eine gerichete erbliche Teilmenge der
Knoten von D und definiere

= @ A
(Li)eM
Dann ist |, ein Ideal von Ay. Da M gerichtet ist, folgt [, C J,11 und der
Abschluss | von (2, ]y ist ein abgeschlossenes Ideal. Da M erblich ist, gilt
A¢NJey1 € Jp. Es folgt also

JeCTNACJp.

Damit ist M gerade die unter der obigen Abbildung | zugeordnete Menge von
Knoten und die Abbildung ist somit surjektiv. Dies zeigt die Behauptung. [

Korollar 2.2.14. Sei A eine unitale AF-Algebra mit Bratteli-Diagramm D. Genau
dann ist A einfach, wenn es fiir jeden Knoten (¢,i) in D ein £’ > ( gibt, so dass fiir
jeden Knoten (€', ) von D ein Pfad

i) — (L+1,{) — - — (0,])

in D existiert.

L 15.12.2016
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Beweis. Wir kénnen ohne das Bratteli-Diagramm zu verdndern annehmen, dass
jedes A, die Eins von A enthilt.
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Die obige Bedingung gelte fiir D. Sei 0 # | C A ein abgeschlossenes Ideal mit
zugeordneter Knotenmenge M. Es gibt ein £ mit A, N ] # 0, also (¢,i) € M fiir
ein i. Nach der Voraussetzung gibt es ein ¢, so dass alle Knoten (¢, j) durch
einen Pfad in D mit (¢,i) verbunden sind. Es folgt, dass (¢,j) € M fiir alle
Knoten (¢',j) von D, also 1 € A’E C J und folglich | = A.
Umgekehrt werde die obige Bedingung von D verletzt. Dann gibt es einen
Knoten (¢,1), so dass fiir die kleinste gerichtete Teilmenge M’ der Knoten von
D, die (¢, i) enthdlt, fiir alle ¢/ > ¢ ein Knoten (¢', ) von D existiert, der nicht in
M’ liegt. Sei M Menge aller Knoten (¢, j) von D, so dass es ein ¢ > ¢ gibt mit
(¢",k) € M fiir alle Pfade von (¢,}) nach (¢”,k) in D. Dann ist M gerichtet
und erblich.
Angenommen, M enthielte fiir ein ¢’ alle Knoten (¢, j) von D. Alle diese Knoten
wiren also durch einen Pfad in D mit M’ verbunden. Es gibe also ein ¢/ > ¢/,
so dass .

Ap C Jpr = @ Al,

(0" jem

gelte. Da [, ein Ideal von Ay ist und Ay die Eins von A enthalt, folgt [, =
A, Widerspruch! Also ist M eine echte Teilmenge der Knoten von D und
das zugeordnete Ideal ist nach Theorem 2.2.13 ein echtes. Somit ist A nicht
einfach. O

Definition 2.2.15. Eine C*-Algebra A heifst UHF-Algebra (von uniformly hyperfi-
nite), falls sie der induktive Limes eine Folge injektiver unitaler *-Morphismen
von Matrixalgebren M,,, (C) ist. Insbesondere sind UHF-Algebren AF-Algebren.

Korollar 2.2.16. Jede UHF-Algebra ist einfach.

Beweis. Auf jeder Ebene hat das Bratteli-Diagramm einer UHF-Algebra nur
einen Knoten, also ist jede nicht leere gerichtete erbliche Teilmenge von Knoten
schon die Menge aller Knoten. O

Beispiel 2.2.17. Beispiele fiir UHF-Algebren sind K und die CAR-Algebra. Ins-
besondere ist auch letztere einfach.

Proposition 2.2.18. Sei A eine AF-Algebra mit Bratteli-Diagramm D und | C A
ein abgeschlossenes Ideal mit Knotenmenge M. Dann ist A/ | eine AF-Algebra, deren
Bratteli-Diagramm das Unterdiagramm von D ist, das die Knotenmenge Dy \ M
besitzt. Dabei sei Dy die Knotenmenge von D.

Beweis. Im Quotienten A/] ist die Vereinigung der Unteralgebren (A, +])/] =
Ay/ ]y mit J, .= ] N Ay dicht. Daher ist A/] eine AF-Algebra.
Es ist

A2 P A
(¢,i)eDy\M
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und die induzierte Abbildung Ay/J; — A1/ ]Ji41 ist die Summe der Kanten,
die zwischen Knoten in Dy \ M verlaufen. O

Bemerkung 2.2.19. Man kann zeigen, dass wenn A eine C*-Algebra ist und |
ein abgeschlossenes Ideal, so dass | und A/] AF-Algebren sind, auch A eine
AF-Algebra ist (Brown 1980; Choi 1983).

2.3 Durch Erzeuger und Relationen definierte C*-Algebren

Definition 2.3.1 (Erzeuger und Relationen). Sei G = (x;);c; eine Menge von
Unbekannten (oder Erzeugern). Die freie x-Algebra, die von (x;);c; erzeugt wird,
ist der Vektorraum F(G) = F(x; | j € ]) mit der Basis bestehend aus allen nicht-
leeren Wortern auf dem Alphabet (xj, x]*) jej, mit der Multiplikation, die die
Verkettung von Wortern bilinear fortsetzt und der antilinearen Antiinvolution,
die die Zuordnung x; — x]’-‘ fortsetzt, als *-Operation.

Die Elemente von C1 @ F(G) heiflen nichtkommutative x-Polynome. Eine *-
Relation auf den Erzeugern (x;);c; ist ein Paar (p,7), wobei p ein nichtkommu-
tatives *-Polynom ist und 7 > 0 eine reelle Zahl. Die Relation wird auch

||p(xh,...,xjn,x]’»‘l,...,xjn)|| <7

geschrieben oder
p(xh,...,x]-n,x;-‘l,...,x]-n) =0

im Falle von 7 = 0.
Sei (G, R) ein Paar, bestehend aus einer Menge von Erzeugern G und einer
Menge R von Relationen auf den Erzeugern G. Eine Darstellung von (G, R)
ist ein Paar (H, ¢) aus einem Hilbertraum H zusammen mit einer Abbildung
0:G — L(H): xj — yj, so dass

1Py Yjur Vi -y <7

fiir alle (p,77) € R. Eine Darstellung (H, 0) von (G, R) setzt sich eindeutig zu
einem *-Morphismus ¢ : F(G) — L(H) fort.

Beispiel 2.3.2. Jedes Paar (G, R) hat eine eindeutige Darstellung auf H = 0.

Definition 2.3.3. Ein Paar (G, R) von Erzeugern und Relationen heif8t zulissig,
falls fiir jede Familie (H;, 0;)ic; und jedes x € G gilt @;c; 0i(x) € L(Dje; Hi)-
Man beachte, dass dann automatisch (;c; H;, @;c 0i) eine Darstellung von

(G, R) ist.

Proposition 2.3.4. Sei (G, R) ein zulissiges Paar von Erzeugern und Relationen.
Dann ist durch

Ipll = sup{lla(p)Il | (H, @) Darstellung von (G, R)}
fiir alle p € F(G) eine C*-Halbnorm auf F(G) definiert.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass ||p|| < oo fiir alle p € F(G). Angenommen, es
gébe ein x € G mit ||x|| = co. Dann gibe es fiir jedes n € N eine Darstellung
(Hn, 0n) von (G, R) mit ||on(x)| > n. Aber

00 > ||@pen on(x)|| = suﬂgIIIQn(x)II,
ne

Widerspruch! Also ist ||x|| < co fiir alle x € G. Aus Dreiecksungleichung und
Submultiplikativitat folgt leicht, dass ||-|| auf F(G) endlich ist. O

Konstruktion 2.3.5. Sei (G, R) ein zuldssiges Paar von Erzeugern und Relatio-
nen. Wir definieren C*(G, R) als die Vervollstindigung von

FG) /{1l =0},

wobei ||-|| die C*-Halbnorm aus Proposition 2.3.4 sei.

Die C*-Algebra C*(G, R) heif8t die von den Erzeuger und Relationen (G, R) defi-
nierte C*-Algebra. Sie gentigt folgender universeller Eigenschaft: Wann immer
(H, 0) eine Darstellung von (G, R) ist, gibt es genau eine *-Darstellung (#, ¢’)
von C*(G, R), so dass das folgende Diagramm von *-Morphismen kommutiert:

wobei der Pfeil F(G) — C*(G, R) der definitiongemif gegebene sei.

Beispiel 2.3.6. Sei A eine C*-Algebra. Sei G = A und R die Menge aller Re-
lationen p = 0, wobei p = p(le,...,xjn,x;‘l,...,xj*”

*-Polynom sei und p(le, .. ,xjn,x]’fl,. ..,xj*n) = 0 gelte. Dann ist A = C*(G, R).

D.h., jede C*-Algebra ist durch Erzeuger und Relationen definiert.

) ein nichtkommutatives

L 19.12.2016

Beispiel 2.3.7. Sei A eine C*-Algebra, A ein *-invarianter dichter Unterring,

der ein Vektorraum iiber einem dichten Unterkdrper K von C (wie etwa Q[i])
ist. Sei G = Ap und R die Menge aller x-algebraischen Relationen p wie oben
in Ap, deren Koeffienten in K liegen, zusammen mit den linearen Gleichungen
iiber C zwischen Elementen von Ay, sowie einer Relation ||x|| < ||x|| 4 fiir jedes
x € Ap. Dann ist A = C*(G, R). Insbesondere ist jede separable C*-Algebra
durch abzihlbar viele Erzeuger und Relationen definiert.

Beispiel 2.3.8. Sei A eine Banach-x-Algebra, G = A, R die Menge der *-
algebraischen Relationen in A (wie in Beispiel 2.3.6). Dann heifst

C*(A) = C*(G,R)

21.12.2016
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die universelle Einhiillende C*-Algebra von A. Sie gentigt der folgenden univer-
sellen Eigenschaft: Es gibt einen kanonischen *-Morphismus A — C*(A)
und fiir jede *-Darstellung (, 0) von A gibt es eine eindeutige *-Darstellung
(H,0'), so dass das folgende Diagramm kommutiert:

cr(a) — £(w)

=

A

2.4 Die Toeplitzalgebra
Sei (2(Z) die Menge der Folgen f = (f,),ez C C mit

12 = 3 | ful® < oo,

nez
Dann ist ¢?(Z) ein separabler Hilbertraum, mit der Hilbertbasis (ey),cz, wobei
enm ‘= Opm, Vn,m e Z.

Der abgeschlossene Unterraum ¢2(IN) ist der abgeschlossene Aufspann der
(en)neN, wobei wie zuvor N = {0,1,2,...}.
Der Shiftoperator S auf ¢2(IN) ist der unitire Operator, der durch

S(en) =ey11, YneZz

definiert ist. Ist Q die Orthogonalprojektion auf /?(IN), so ist der Operator
S := QSQ, der einseitige Shiftoperator (Englisch: unilateral shift), gegeben durch

eqn+1, fallsn >0,
(en) =
0, sonst.

Man sieht leicht ein, dass S nicht normal ist. Wir studieren in diesem Abschnitt
die von S erzeugte C*-Algebra.
Dazu betrachten wir die Fouriertransformation

F:02(z) — 128", F(f)(z)= Y faz"

nez

Dabei ist L?(S') das Bildmaf von %A[,mn], d.h. das Integral ist gegeben durch

1 [T ; 1
. P(z)dz = 7 /7711/2(6”‘) dk = ﬁygw(z)z_l dz.
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Ist z die Identitdt von S, so gilt also

1
(z"|2") = / 2" Az = — 2" dz = S,
gl 2711 Jiz1=1

und nach Stone-Weierstrass ist C[z,z71] = (z" | n € Z) dicht in C(S), also ist
(z")4ez eine Hilbertbasis von L?(S!). Insbesondere konvergiert die Reihe in
der Definition von F in L2(S!) und definiert einen unitiren Isomorphismus.
Man kann nachrechnen, dass

F@= W) = [ 9@z = 5 Py e

Insbesondere ist das Bild von £2(IN) unter F genau der Unterraum
H? = (e, | n € N).

Wir nennen dies den Hardy-Raum.
Es sei P die Projektion auf H? (die Szegd-Projektion). Ist f € L®(S'), so definiert
man den Toeplitz-Operator Ty € L(H?) zum Symbol f durch

T¢(h) := P(fh), Vhe H?

Es gilt
= (FSF)| .

Proposition 2.4.1. Sei f € L®(S'). Dann gilt T 7 =Tr und

Iflleo = T¢Il = I Tfll i = inf{ I T¢ + K|| | K € K(H?)}.

Beweis. Es gilt M = My und Ty = PMyI, wobei [ = P* : H> — L*(8') die
Inklusion ist, also Tf = Tr.
Offenbar gilt

ITlle/e < ITell < M1 fleo-
Sei ¢ > 0. Da C[z,z7!] in L?(S!) dicht ist und [M¢]| = [|fllo gilt, gibt es
p=E_ N paz" mit [[p[ly =1 und

1£pllz > fllo —e.

Fiir alle n > N gilt z"p € H?, also
°° 2
IT¢(2"p)I3 = [IP("fp)I3 = Y (2" fplZ")|
k=0

= Y () — Y PP = 1R > [l —e.

k=—n k=—o0
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Sei K € K(H?). Die Folge (zN*"p),en konvergiert schwach gegen 0, also folgt
lim;,—, ||K(zN*"p) |2 = 0 (Proposition A.3.6). Es folgt, dass es ein n > N mit

(T + K)E"Pll2 > [ flleo — ¢
gibt. Da ||z"p||2 = ||pll2 = 1 ist, folgt die Behauptung. O

Proposition 2.4.2. Sei f € C(S') und ¢ € L®(S'). Dann sind die folgenden
Operatoren kompakt:

TfTy = Trgr Tpg = TeTy,  [Tr, Tgl = Ty Ty — Te Ty
Wir benotigen im Beweis das folgende Lemma.
Lemma 2.4.3. Sei f € L®(S'). Dann hat [T, T¢] Rang hochstens eins.
Beweis. Da z(H?) C H? gilt, folgt TfT, = Tf,. Weiter gilt
(Tj, — T.Tf)P = PM:M{P — PM.PM;P = PM;(1 — P)M;P.
Da PM;(1 — P) = [1)(z~!| Rang eins hat, folgt die Behauptung. O

Beweis von Proposition 2.4.2. Der dritte Operator ist die Summe der zwei vorhe-
rigen. Weiter gilt
* f— —_ — — | —
(Tre — TsTg)" = Te =TTy,
also reicht es, Ty, — TgTy zu betrachten. Es gilt wie zuvor

(Tgg — TgTy)P = PMg(1 — P)M;P,

also reicht es zu zeigen, dass PMy(1 — P) kompakt ist.
Sei dazu ¢ > 0. Es gibt ein p € C[z,z7!] mit ||f — p|l < & Der Operator
(1 — P)M,P hat endlichen Rang nach Lemma 2.4.3 und

|(1 = PYM{P — (1~ P)M,P|| = | (1~ P)(My_,)P| < [If ~ plles <.

Somit ist (1 — P)My¢P im Normabschluss der Operatoren endlichen Rangs
enthalten und folglich kompakt. O

Theorem 2.4.4. Die C*-Algebra T = C*(T3) ist gleich
To={Tf+K| feC(S"),KeK(H}.
Dann ist 7t : T — C(S'), gegeben durch
n(Tf+K):=f, VfecC(S),
ein wohldefinierter x-Morphismus, der eine kurze exakte Sequenz

0 — K(H?) — T > C(S') —— 0
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von *-Morphismen induziert, so dass die lineare Abbildung
7:C(8") — C(T) : f— Ty

ein isometrischer Schnitt ist. Die Algebra C*(T;) ist irreduzibel auf H* und enthiilt
K (H?) als einziges minimales abgeschlossenes Ideal.

Beweis. Sei p € L(H?) eine Projektion, die mit T; vertauscht. Dann kommutiert
p auch mit 1 — T.T} = [1)(1] € 7, d.h. p(1) = 1 oder p(1) = 0. Da weiter
ey = T/'1 fur alle n > 0, ist damit p = idy2 oder p = 0. Mit Theorem 1.8.2 (iii)
folgt, dass 7 irreduzibel auf H? wirkt. Da 7 einen von Null verschiedenen
kompakten Operator enthilt, folgt, dass K(H?) C T gilt (Korollar 2.1.3 und
Lemma 2.1.5). Analog zeigt man, dass K(H?) das einzige minimale Ideal ist.
Weiter gilt T, € T fiir alle p € C[z,z7!], also Ty € T fiir alle f € C(S'). Aus
Proposition 2.4.2 folgt, dass 7y eine *-Unteralgebra von 7 ist. Nach Proposi-
tion 2.4.1 ist sie abgeschlossen. Da T, € 7y gilt, folgt 7 = 7y.

Sei ¢ : T — T/K(H?) die Quotientenabbildung. Nach Proposition 2.4.2
ist 7/K(H?) kommutativ. Die Verkniipfung ¢ o ¢ ist surjektiv per Definition
und eine Isometrie nach Proposition 2.4.1. Nach Proposition 2.4.2 ist sie ein
x-Isomorphismus. Wir kénnen also 7t := (¢ 0 o) ~! o ¢ definieren. O

Theorem 2.4.5 (Coburn). Die Toeplitzalgebra 7 = C*(T) ist zusammen mit
dem x-Morphismus F (u) — C*(T,) mit u — T die universelle C*-Algebra zum
Erzeuger u und der Relation u*u = 1.

L 21.12.2016
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Im Beweis bendtigen wir den folgenden Satz.

Proposition 2.4.6 (Wold-Zerlegung). Sei H ein Hilbertraum und x eine Isometrie
auf H, d.h. x*x = 1. Dann gibt es einen Hilbertraum H', u € U(H') und eine Menge
I, so dass x unitir dquivalent ist zu

Teu=-@PTLeou
I

Beweis. Sei H' := kerx* = (x(#H))* und (¢});cs eine Hilbertbasis von #'. Fiir
m >n > 0ist x™(H') L x"(H’). Definiert man also

el = xke,

so ist (ef()ie 1keN eine Hilbertbasis von

H=PFH)=PH, H =|keN).

keN iel
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Die Einschrankung von x auf #; ist unitdr dquivalent zu T. Es gilt

x(H) =P H) CH,

k>1
also
X(HY) € (x(F) + (x(H)") = ()
Daher ist die Einschréankung von x auf H' := H* unitir. O

Beweis von Theorem 2.4.5. Es reicht zu zeigen, dass 7 die universelle Eigen-
schaft fiir den Erzeuger u und die Relation u*u = 1 erfiillt. Sei dazu H ein
Hilbertraum und u ein Operator mit u*u = 1. Dann ist u eine Isometrie. Es
reicht, eine *-Darstellung ¢ von 7 zu konstruieren, fiir die ¢(T,) = u gilt. (Die
Eindeutigkeit ist klar.)

Nach Proposition 2.4.6 gilt u = U(TZ(I) @ u')U*, wobei u’ unitdr ist und U ein
isometrischer Isomorphismus. Da nach Theorem 2.4.4 7t ein *-Morphismus ist,
kénnen wir ¢ : T — L(H) definieren durch

¢(Tr+K) = U((Tf +K)D @ fu'))u*, VfecC(S'),KeK(H?).

Dann ist ¢(T,) = u und dies zeigt die Behauptung. O

2.5 Die irrationale Rotationsalgebra

Definition 2.5.1 (Irrationale Rotationsalgebra). Sei 0 < 6 < 1 eine irrationale
Zahl. Die irrationale Rotationsalgebra Ay ist die universelle C*-Algebra mit den
Erzeugern u, v und den Relationen

u*=u*u=1 ovww*=vv=1,
uv = ¥ oy,
Man betrachte den Hilbertraum # = L?(S') und die unitiren Operatoren
U=M, (V§)() =z >™).
Dann gilt UV = ¢V, so dass es einen kanonischen surjektiven *-Morphismus
¢: Ay — C*(U,V) C L(H) gibt. Wir wollen den folgenden Satz beweisen.

Theorem 2.5.2. Die C*-Algebra Ay ist einfach. Insbesondere ist ¢ ein Isomorphismus.

Konstruktion 2.5.3. Seien x,y € S!. Wir definieren einen *-Endomorphismus
Ox,y von Ag durch
Oxy(U) = xu, 0xy(v) = yo.
Da 035 © 0x,y = id, ist 0y, ein x-Automorphismus.
Wir definieren lineare Abbildungen <I>]- :Ag — Ap, j =1,2, durch

Dq(a) = /Sl 01.(a)dz, Py(a) = /51 021(a)dz.
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Definition 2.5.4 (Erwartungen). Eine positive, unitale lineare Kontraktion & :
A — A einer unitalen C*-Algebra heifst Erwartung (Englisch: expectation),
falls ® o @ = ®. Eine positive Abbildung ® heifit treu (Englisch: faithful), falls
aus ®(a) = 0und a > 0 folgt a = 0.

Proposition 2.5.5. Die Abbildung ®, ist eine treue Erwartung von Ag mit Bild
C*(u), so dass

1 (f(u)ag(u)) = f(u)®@1(a)g(u), Vf,g€C(S'),a€ A,

Es gilt
@y (u'0") = §pou

und

= ]
D (a) nﬂm 2n 1 ];nu a

Analoge Aussagen gelten fiir ®,.

Beweis. Offenbar ist &; unital und kontrahierend. Aufgrund der Positivitit des
Integrals ist ®; positiv und treu.
Da ¢1,(u) = u, ist &1 die Identitit auf C*(u). Aus dem gleichen Grund gilt

1 (f(u)ag(u)) = f(u) /51 Q12(a) dzg(u) = f(u)P1(a)g(u).
Insbesondere folgt
@y (ufo') = uk/ 2 ditv’ = §yut.
gl

Dies zeigt, dass das Bild von ®; genau C*(u) ist.
Andererseits gilt

1 L 1
Z u](ukvé)(u]) Z 62711]29 kvé
2n+1 .2, 1 =,
1 sin(2n+1)mlo K
= — dpout”.
2n+1 sin 746 ot
Dies zeigt die Identitat fiir ®;. O

Definition 2.5.6 (Spuren). Ein Zustand 7 auf einer C*-Algebra A heifst Spur
(Englisch: trace), falls T zyklisch ist, d.h.

T(ab) = t(ba), Va,be€ A.

Korollar 2.5.7. Die Abbildung T := ®1 0 p = Oy o Oy nimmt Werte in C C Ay an
und ist als solche eine treue Spur auf Ag. Weiterhin ist T die einzige Spur auf Ay.
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Beweis. Es gilt ®;(®1(ufv’)) = ®p(ukdyy) = dxdsp und analog fiir ®1 o ;.
Dabher ist ®; o ®; = P, o P; und 7 skalarwertig. Da 7(1) = 1, ist T ein treuer
Zustand. Es gilt weiter

T('Uguk) _ e—Zn’ikéQé‘kO(SZO — 5k05€0'

also ist T zyklisch. Da ®; und ®; treu sind, gilt dies auch fiir T.
Sei o eine weitere Spur. Dann ist ¢ unitar invariant, also gilt fiir alle a € Ay:
1 n A .
] *)J
i Z c(Wa(u*)) — o(D1(a)).

j==n

o(a) =

Analog folgt o = 0 o ®y, also ist

Dies zeigt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 2.5.2. Sei 0 # ] C Ay ein abgeschlossenes Ideal. Dann
existiert eina € [, a # 0. Es gilt uJu* C ], also folgt mit Proposition 2.5.5, dass
®;(x) € J. Analog folgt T7(x) = Pp(P1(x)) € J. Da 7T treu ist, gilt T(x) € C*
und somit | = Ay. O

2.6 Bibliographische Notizen zu Kapitel 2

Mit Ausnahme des Abschnitts 2.3 tiber Erzeuger und Relationen, der dem
Artikel [4] von Blackadar folgt, orientieren wir uns in diesem Kapitel wieder an
dem Buch von Davidson [8] mit nur minimalen Variationen bei der Darstellung.



3
K-Theorie von C*-Algebren

3.1 Lokale C*-Algebren

Definition 3.1.1 (Lokale C*-Algebren). Sei A eine normierte Algebra. Dann
heifit A eine lokale Banachalgebra, falls alle Matrixalgebren tiber A unter holo-
morphem Funktionalkalkiil abgeschlossen sind. D.h,, fiir allen € N, n > 1, alle
a € M, (A) und jede holomorphen Funktion f, die auf einer offenen Umgebung
U des Spektrums

T @)
definiert ist und f(0) = 0 erfiillt, falls 0 € U, gilt, dass f(a) € M,(A). Hierbei
ist M,,(A) die Vervollstaindigung von M, (A) beziiglich der Operatornorm

1
2

n
lall = sup{Jlaxz | x € A", [xla <1}, [xlla == (znx,»F)
j:1

A priori ist f(a) nur in m) definiert.
Sei A eine normierte *-Algebra, die eine lokale Banachalgebra ist. Dann heifst
A eine lokale C*-Algebra, falls die Norm von A eine C*-Norm ist, d.h.

|a*al| = ||a|®, Va € A.
Beispiel 3.1.2. Jede Banachalgebra ist eine lokale Banachalgebra. Jede C*-Algebra’ 11201
ist eine lokale C*-Algebra. Ist X ein lokal-kompakter Hausdorffraum, so ist
Cc(X) eine lokale C*-Algebra. Die Unitalisierung einer lokalen C*-Algebra ist
eine lokale C*-Algebra.

Proposition 3.1.3. Sei A eine unitale lokale Banachalgebra. Ist a € A in A invertier-
bar, so ist a~' € A. Folglich gilt o5 (a) = 0 ;(a) fiir alle a € A.

Beweis. Man betrachte f(z) = z~!. Ist a in A invertierbar, so ist 0 ¢ oz(a). O
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Korollar 3.1.4. Sei A eine unitale lokale Banachalgebra (bzw. lokale C*-Algebra). Dann
sind die invertierbaren (bzw. unitiiren) Elemente von A dicht in den invertierbaren
(bzw. unitiren) Elementen von A.

Beweis. Die Menge der invertierbaren Elemente von A ist offen, also enthilt
jede Umgebung von a € A% ein b € A, dass in A invertierbar ist. Nach
Proposition 3.1.3 ist b invertierbar in A.

Die Aussage fiir unitdre Elemente folgt durch Polarzerlegung: Ist A eine lokale
C*-Algebra und a € A invertierbar, so ist o(a*a) C (0, ), also existiert |a| :=
Va*a € A und ist invertierbar. O

Theorem 3.1.5. Sei (A, puv) ein normiertes induktives System, d.h.

|a]|" == limsup||puv(a)|| 4, < oo, Vae A,
>y
Sei A der normierte induktive Limes, d.h. der Quotient des algebraischen induktiven
Limes beziiglich des Nullraums der Limes-Halbnorm ||-||'. Sind alle Ay, lokale Bana-
chalgebren (bzw. C*-Algebren, wobei die ¢, *-Morphismen sind), so ist A eine lokale
Banachalgebra (bzw. eine lokale C*-Algebra).

Im Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1.6. Seien die A, und die 4’W unital. Ist a € A; mit j,(a) € A invertierbar,
so gibt es fiir jedes ' > yein v > ', so dass ¢y, (a) € Ay invertierbar ist.

ju(a)jr(b). Nach

Beweis. Es existiert A und b € Ay mit j,(b)ju(a) = 1 =
Definition der Norm gibt es fiir jedes ¢ > 0 und jedes y’ > y ein v mit v > y’

und v > A, so dass

maX(Hl—(P;w(a)(P/\v(b) ’ 1_¢/\v (PHV ||)

Wihlt man ¢ < 1, so folgt, dass ¢,y (a)pp, (D) und ¢y, (b)Puy(a) in A, invertier-
bar sind, so dass ¢, (a) in A, invertierbar ist. O

Beweis von Theorem 3.1.5. Der Fall fiir lokale C*-Algebren folgt leicht aus den
anderen Aussagen, da die Norm auf A in diesem Fall eine C*-Norm ist. Da
Unitalisierung und Matrixalgebren mit normierten induktiven Limites vertau-
schen, kann man annehmen, dass die A, und ¢, unital sind, und es reicht, die
Abgeschlossenheit unter holomorphem Funktionalkalkiil fiir A zu priifen.
Seia € A und f holomorph auf einer offenen Umgebung U von ¢ ;(a). Sei
b € Ay mit j,(b) = a und D eine abgeschlossene Kreisscheibe, die U enthalt
und deren Radius
R > tim sup gy (1) > [a]
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ist. Sei z € D\ U. Dann ist z — a invertierbar in A, also gibt es nach Lemma 3.1.6
fiir jedes y' > p ein v > 3/, so dass z — ¢, (b) in A, invertierbar ist. Es gibt
also eine Umgebung V von z, so dass fiir jedes w € V das Element w — ¢, (b)
in A, invertierbar ist.

Da D\ U kompakt ist, folgt, dass es ein v > yu gibt, so dass w — ¢,,,,(b) fiir alle
w € D\ Uin A, invertierbar ist, d.h.

‘TAV(‘Pw(b)) cu

(da das Spektrum aufgrund der Annahme an R in D enthalten ist). Da A, eine
lokale Banachalgebra ist, folgt, dass f (¢, (b)) € A, ist. Offenbar ist also

f(a) = ju(f(u(D))) € A.
Dies zeigt die Behauptung. O

Konstruktion 3.1.7 (Unendliche Matrixalgebra). Sei A eine lokale C*-Algebra.
Wir betrachten das induktive System, das durch die Folge

P M(A) — Myoy(A) : a —s (g 8)

injektiver *-Morphismen gegeben ist.

Sei Mo (A) der algebraische induktive Limes. Gemaf3 Aufgabe 1 (3—4) aus
Ubung 10 ist die Limeshalbnorm auf Me(A) eine C*-Norm. Also ist Meo(A)
nach Theorem 3.1.5 mit dieser Norm eine lokale C*-Algebra.

Die Vervollstindigung von M« (A) wird A ® K notiert und heif3t die Stabi-
lisierung von A. Eine C*-Algebra A heifst stabil, falls sie isomorph zu ihrer
Stabilisierung ist. (Aquivalent ist, dass A = M,(A).)

Proposition 3.1.8. Sei ¢ : A — B ein unitaler, surjektiver beschriinkter Morphismus
unitaler lokaler Banachalgebren. Dann ist (A ) = B Sind A und B lokale C*-
Algebren und ¢ ein x-Morphismus, so gilt p(U(A)o) = U(B)o Hierbei bezeichne
die Zusammenhangskomponente der Eins in den jeweiligen Gruppen.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem folgenden Lemma 3.1.9. O

Lemma 3.1.9. Sei A eine unitale lokale Banachalgebra. Dann ist A§ die Untergruppe
von A%, die von den e, x € A, erzeugt wird. Ist A eine lokale C*-Algebra, so wird
U(A) von den e*, x = —x* € A, erzeugt.

Beweis. Sicher gilt fiir x € A, dass e* € A ist. Weiter ist et* ein Pfad von 1 zu
e*, also in A enthalten. Da die log-Reihe um 1 den Konvergenzradius 1 besitzt,
folgt, dass die offene Kugel um 1 mit Radius 1 im Bild von exp liegt. Damit ist
die von exp(A) erzeugte Untergruppe H offen, wie auch all ihre Nebenklassen
Hg in Aj. Da die Hg eine Partition von A bilden, sind sie auch abgeschlossen.
Insbesondere gilt dies fiir H selbst. Es folgt also, dass A; von exp(A) erzeugt
wird. Der unitire Fall ist analog. O
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3.2 Aquivalenz von Idempotenten und Projektionen

Definition 3.2.1. Sei A eine Algebra. Ein Idempotent ist ein e € A mit e? = e. Falls
A eine *-Algebra ist, sind die Projektionen also genau die selbstadjungierten
Idempotente. Die Menge der Idempotente von A wird Idem(A) geschrieben,
die Menge der Projektionen Proj(A).

Wir sagen, Idempotente ¢ und f seien

algebraisch dquivalent (e ~ f), falls es x,y € A mit e = xy und yx = f gibt;
dhnlich (e ~s f), falls es ein invertierbares z € A gibt mit zez~! = f;

homotop (e ~y, f), falls es einen norm-stetigen Pfad
(et) : [0,1] — Idem(A)
gibt mit ey = e und e; = f. Der Pfad (e;) heifit Homotopie.

Im letzteren Fall nehmen wir an, dass A normiert ist.
Sei A eine *-Algebra. Wir sagen, Projektionen p und g seien

Murray-von Neumann-iquivalent (p ~pmon q) falls es eine partielle Isometrie
u € A gibt, so dass p = u*u und g = uu’*;

unitiir dquivalent (p ~y q) falls es ein u € U(A) mit upu* = q gibt.

Im folgenden nehmen wir an, dass A eine lokale C*-Algebra ist (obwohl einige
der folgenden Aussagen unter allgemeineren Voraussetzungen gelten).

Bemerkung 3.2.2. Die Relationen ~, ~s und ~, sind Aquivalenzrelationen. Es
gelten folgende offensichtliche Implikationen:

~y ~g
~ MovN —_ > ~

Wir werden zeigen, dass auch ~ und ~ 5 Aquivalenzrelationen sind, und
die fehlenden Beziehungen zwischen den fiinf definierten Relationen ausloten.

Fiir die Uberlegungen zu ~ ist der folgende Satz fundamental.
Proposition 3.2.3. Fallse ~ f mit e, f € Idem(A), so gibt es x,y € A mit
xy=e yx=f, x=exf, y=fye

Beweis. Zunachst seien a,b € A gegeben mit e = ab und f = ba. Setze x := eaf
und y = fbe, so dass

exf =e?af? =eaf =x, fye=y.
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Es gilt

xy = eaf*be = eababe = e* = ¢

und analog yx = f. O
Bemerkung 3.2.4. Gilt x = exf, so folgt x = ex = xf. Z.B. rechnet man:

ex = e’ xf = exf = x.
Korollar 3.2.5. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Offensichtlich ist ~ reflexiv und symmetrisch. Gelte e ~ f und f ~ g.
Seien x,y,z,w € A mit

e=xy, f=yx=zw, g=wz, Yy=fye, z=fzg, w=gwf.
Dann folgt
(x2)(wy) = xfy =xy =e, (wy)(xz) =wfz=wz=g,

also x ~ z und somit die Behauptung. O

Definition 3.2.6. Sind e und f Idempotente, so heiflen e und f orthogonal (e L f),
falls ef = fe = 0. Insbesondere gilt stets e 1 (1 —e) in A.

Korollar 3.2.7. Sinde; ~ f;,i=1,2,e1 L ey, f1 L fo, s0folgt e; +ex ~ f1 + fo.
Beweis. Fiiri = 1,2 seien x;,1y; € A mit
e; =Xy, fi=yie, Xi=-eXfi, VYi= fiye;.
Dann gilt
xoy1 = x2f2fiy1 =0
und analog xiyj =yjx; =0 fur alle i # j. Es folgt
(x1+x2)(y1 +y2) = x1y1 +xX2y2 = €1 +e2

und analog (y1 + y2)(x1 +x2) = f1 + fo. -

Fiir Projektionen kann man die algebraische durch Murray-von Neumann-Aqui-
valenz ersetzen.

Proposition 3.2.8. Seien p,q € Proj(A). Genau dann gilt p ~ q, wenn p ~ppN q
gilt. Insbesondere ist ~ N eine Aquivalenzrelation.
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Beweis. Seien x,y € A mit

pP=Xxy, q=Yyx, Xx=pxq, Y=qyp.
Dann gilt
p=p"p=yxy<|lx|?yy,
also ist y*y in pAp invertierbar. Es gibt also ein r € pAp mit r|y| = |y|r = p,
insbesondere r = prp. Sei u := yr. Dann gilt
uly| =yrlyl =yp =y, wu=ry'yr=p*=p.

Andererseits ist
quu* = qyrly* = yr?y* = uu*

und uu*q = uu*, also uu* < q nach Aufgabe 2 von Ubung 12. Umgekehrt gilt
g =yxx"y" < |x|Pyy” = [lxlPulyPu” < |lx?lylun,

so dass g < uu*, auch nach Aufgabe 2 von Ubung 12. Dies zeigt g = uu*. O

L 11.1.2017

T16.1.2017
Ahnlichkeit und algebraische Aquivalenz stehen wie folgt in Beziehung.
Proposition 3.2.9. Es gilt e ~5 f genau dann, wenn e ~ fund1 —e ~1— f.

Beweis. Sei zez™! = f. Setze x := ez~! und y = ze; dann gilt xy = e und
yx =zez ! = f,alsoe~ f.Daauchz(1 —e)z ! =1—f,folgt 1 —e ~ 1 — f.
Umgekehrt seien x,y € A und a,b € A mit

e=xy, f=yx, x=exf, y=fye
l—e=ab, 1—f=ba, a=(1—-e)a(l—f), b=(1-f)b(l—e).

Es gilt
xb=xf(1—f)b=0

und analog ay = 0. Somit
(x+a)(y+b)=xy+ab=e+1—-e=1,

und analog (y + b)(x +4) = 1, also ist z := x +a € A invertierbar mit
z7 ' =y+0b. Es gilt
af = fb=0
und folglich
2fz = (x+a)f(y+b) =xfy=xy=e.

Damit gilt e ~s f und die Behauptung. O
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Beispiel 3.2.10. Im allgemeinen folgt aus e ~ f nicht, dass ¢ ~; f. In der Tat, ist
p=1-—leg){eg| in 2(IN), so gilt p = 55* und 1 = §*5, wobei S der einseitige
Shiftoperator sei, also ist p ~ 1. Es ist aber p % 1, da p nicht invertierbar ist.

Die Unterscheidung zwischen ~ und ~; entfallt fiir Matrizen.

Proposition 3.2.11. Seie ~ f. Dann gilt

<g 8) ~ (é 8) in My(A).

Beweis. Seien x,y € A wie in Proposition 3.2.3. Definiere

S (1—f Yy ><1—e e > w:<1—e e )(1—f Yy )
' x l—e e l1—e)’ e l1—e x 1—e)’

Es gilt
X(1-f)=(1-ex=y(1l—e) = (1 fly=0,

2
S 1-f y (1= f+yx 0 (10
S\ x 1-e) 0 xy+1—e) \0 1)/
und analog zw = 1, also ist z invertierbar in My(A)~ = My (A) mit z~! = w.
Es gilt
L€ 0 w 1-f y 0 0\ (1—f vy
00 x 1-e)\0 ¢ x l—e
_ (O y\(1=f y \_(f O
00 x l-—e 0 0/’

also die Behauptung. O

also

Fiir Projektionen kann man Ahnlichkeit durch unitire Aquivalenz ersetzen.
Proposition 3.2.12. Seien p,q € Proj(A). Genau dann gilt p ~ q, wenn p ~y q.
Beweis. Aufgabe 2 von Ubung 4. O
Falls Idempotente nah genug aneinander liegen, sind sie dhnlich und homotop.
Proposition 3.2.13. Seien e, f € Idem(A) mit |le — f|| < ||2e — 1| ~1. Mit
=1+ (Qe-1)Rf-1), 2=,

gilt z € A* (d.h. invertierbar) und

zlez=f, |z-1]<2e—1fle—f].,

also folgt e ~ f. Es gilt auch e ~y, f.
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Beweis. Es gilt
v+2(2e—1)(e—f) =14 (26 —1)2 =2,

also ist v invertierbar, denn ||2e — 1||||e — f|| < 1. Es gilt

ev =e(2f —1) +e=2ef =vf.
Also folgt z € A* und ez = zf, d.h. e ~5 f. Weiter sei

wy=tz+1—te A",
Es gilt mit ¢; := w;lewt, dass ¢; € Idem(A) und
eg =z lez=f,

sowie e] = e. O]
Korollar 3.2.14. Seien p,q € Proj(A) mit ||p — q|| < 1. Dann gilt p ~y, q.

Beweis. Nach Voraussetzung ist 2p — 1 selbstadjungiert und unitér, also gilt
|2p — 1|| = 1. Die Behauptung folgt aus Proposition 3.2.13. O

Homotopie ist starker als Ahnlichkeit.

Korollar 3.2.15. Sei e ~}, f mit Homotopie (e;). Dann gibt es einen norm-stetigen
Pfad (z¢) C A* mit zo = 1 und zt_lezt = e fiir alle t € [0,1], also gilt e ~ f. Sind
e, f Projektionen, die vermoge einer Homotopie in Proj(A) homotop sind, so kann man
annehmen, dass z; € U(A) liegt.

Beweis. Sei M > 0, so dass ||2¢; — 1|| < M fiir alle t € [0,1]. Es seien weiter
0=ty <t <---<ty,=1,s0dass |es — e < %, wann immer s, t € [t;, t;11]
fir ein i, 0 < i < n. Seien

vl =1+ (2e;, —1)(2e; — 1),
Ot

uj = > (t € [t tiva]),
Zt = u?l oo uflui,

wobei 0 < i < n. Aus Proposition 3.2.13 folgt ui € AX. Dann ist z; € A*

wohldefiniert und stetig in Abhédngigkeit von t, da u;tll = 1 und folglich

0 i _ 0 i o itl
U Ut = Uy L ’t:tiﬂ :
Aus Proposition 3.2.13 folgt weiter
1 i—1 1 1 1 i—1

B 1 B B L 1
zy tezy = () " (g )T () Teou, -yt = () ey = e

fiir t € [t;, t;11]. Damit gilt die Behauptung. O
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Beispiel 3.2.16. Aus e ~; f folgt im allgemeinen nicht, dass e ~j, f. In der Tat
betrachte man A = M,(C(S%)). Sei p : > — CPP! = S? die Hopf-Faserung,
d.h. die Verkniipfung der Inklusion $> — C?\ {0} mit der kanonischen
Projektion C?\ {0} — CP'.

Sei E das Geradenbiindel (Vektorbiindel von Rang eins) auf 83, das durch

Zuriickziehung des tautologischen Biindels auf CIP! vermoge p gegeben ist,
d.h.

E={(zwz,w)e (C\{0})xC?|3reC: (Z,v)=Azuw)}

Da das tautologische Biindel ein Unterbiindel des trivialen Vektorbiindels
auf CP! von Rang 2 ist, ist E durch einen Idempotent e € Idem(A) definiert
(vgl. Aufgabe 4 auf Ubung 12). Sei f = diag(1,0) das Idempotent, welches zum
trivialen Geradenbiindel auf $* gehort. Da die Hopf-Faserung nicht homotop
zu einer Konstanten ist, ist e %y, f.

Man kann aber zeigen, dass e ~s f: In der Tat gilt explizit

Zw ww

e(z,w) = (zz zw) =u(z,w)fu(z,w)*,

wobei wir 83 C C? auffassen und u wie folgt definiert ist:

gilt, da |z|2 + |w|? = 1 fiir (z,w) € S3.

Diese Unterscheidung entfallt, wenn man zu Matrixalgebren tibergeht.

Proposition 3.2.17. Es gelte e ~; f. Dann folgt

(8 8) ~n (f; 8) in Ma(A).

Beweis. Sei z € A mit zez! = f und (1) ein Pfad in GLy(A) von 1 zu
diag(z,z 1), gemaR Aufgabe 3 von Ubung 12. Man setze

er = Uy (g 8) u; b € Idem(My(A)).

Es folgt ey = diag(e,0) und e; = diag(zez~1,0) = diag(f,0). O
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Bemerkung 3.2.18. Zusammenfassend haben wir das folgende Diagramm von
Implikationen:

Die horizontalen Implikationen und die linke vertikale Implikation gelten nur
fur Projektionen. Die vertikalen Implikationen lassen sich im allgemeinen nicht
umkehren, es sei denn, man geht zu 2 x 2-Matrizen tiber.

Wir schlieflen unsere Betrachtungen mit den folgenden Satzen ab. Der erste
zeigt, dass man 0.B.d.A. nur Projektionen betrachten kann.

Proposition 3.2.19. Jedes Idempotent in A ist homotop zu einer Projektion. Sind
p ~p, q homotope Projektionen, so existiert eine Homotopie in Proj(A) von p zu q.

Beweis. Sei e € Idem(A). Dann ist
zi=1+(e—e*)(e*—e) € A
invertierbar und positiv. Es gilt

(e—e*)?e=(e—e*)(e—e'e) =e—e'e—ec*e+e*e=e—ee'e,
ele—e*)? =e—ee'e,

l:

also ze = ee*e = ez. Mit p := ee*z~! =z lee* € A gilt folglich p = p* und

1 1

p? =z lee*ee*zt = ee*z7! = p € Proj(A).

1

Es gilt ep = p und pe = z7"ee*e = ¢, also fiir alle t € C

(I+tp—e)(1—tp—e) =1—-(e—p’=1-t(e—ep—petp) =1

Mitu; :=1+t(p—e) € A* und pr = u[leut ist

pr=1—-p+ele(l—e+p)=(e—pete)p=ep=p,

also e ~, p. Dies zeigt die erste Behauptung.
Ist g eine Projektion und (e;) eine Homotopie von Idempotenten von p zu g, so
ist esef (14 (er — e} ) (ef — er)) eine Homotopie von Projektionen. O

L 16.1.2017
7 18.1.2017

Der nichste Satz zeigt, dass man Ahnlichkeit in induktiven Limiten o.b.d.A. in
den approximierenden Algebren betrachten kann.
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Proposition 3.2.20. Sei (A, ¢,v) ein normiertes induktives System lokaler Bana-
chalgebren und A der normierte induktive Limes. Ist e € Idem(A), so gibt es fiir jedes
wein v > pund ein ey € Idem(A,), so dass j,(eg) = e. Sind e, f € Idem(A) mit
e ~s f in A, so gibt es fiir jedes y ein v > u sowie ey, fo € Ay, so dass e = jy(ep),
f =ju(fo) und ey ~s fo in Ay.

Beweis. Seip' > punda € A, so dass e = js(a). Nach Lemma 3.1.6 gilt

) o4, (¢u(a)) = oale) = {0,1}.

v/

Daher gibt es ein ¢/ > p/ und disjunkte offene Umgebungen U bzw. V von
0 bzw. 1, so dass fur alle v > " gilt 04,(¢,n,(a)) € UUV. Dann ist eg =
f(¢uv(a)) € Idem(Ay), wobei f =0auf Uund f =1auf V.

Seien nun ¢ ~; f und p gegeben. Nach dem ersten Teil gibt es ' > y und
fir alle v > 1 eg, fo € Idem(A,) mit j,(eg) = e, ju(fo) = f.Seiz € A mit
zez~! = f. Wir kénnen nach Lemma 3.1.6 annehmen, dass es w € A} mit
jv(w) = z gibt.

Sei f1 :== wepw'. Da j,(f1) = ju(fo) gilt, kénnen wir durch VergroBerung von v
annehmen, dass || fo — f1|| hinreichend klein ist, so dass nach Proposition 3.2.13
folgt, dass fi ~s fo ist. Die Behauptung folgt. O

3.3 Die Ko-Gruppe
Im folgenden sei A eine lokale C*-Algebra.

Definition 3.3.1. Sei V(A) der Quotient Idem(Mew(A))/~. Aus den Ergeb-
nissen von Abschnitt 3.2 folgt, dass man dasselbe erhilt, wenn man statt ~
die Relationen ~; oder ~j, betrachtet, oder stattdessen den Quotienten von
Proj(M«(A)) modulo einer der Relationen ~ = ~pn, ~s = ~ oder ~y,
nimmt. Gemaf Proposition 3.2.20 kénnen wir die Aquivalenz immer in (hinrei-
chend groflen) endlichen Matrixalgebren betrachten.

Konstruktion 3.3.2 (Monoidstruktur auf V(A)). Fiir [e], [f] € V(A) definiert
man

le] + [f] = [ + £],
wobei ¢’ € [e] und f' € [f] so gewdhlt sind, dass ¢ L f’ gilt. Dies ist nach
Korollar 3.2.7 wohldefiniert und macht V(A) zu einem abelschen Monoid mit
dem neutralen Element [0].

Bemerkung 3.3.3. (i) Per Konstruktion gilt V(A) = V(B), falls M (A) = M (B).
Insbesondere gilt V(A) = V(M,(A)).
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(ii) Nach Aufgabe 1 von Ubung 12 ist V(A) = Idem(A ® K)/~;. Daher folgt
V(A) = V(B) sogar bereits aus A ® K = B® K. Im Falle der letzteren Bedin-
gung sagt man, A und B seien stabil isomorph.

(iii) Mit Proposition 3.2.13 folgt, dass V(A) abzéhlbar ist, falls A separabel ist.
Beispiel 3.3.4. (i) Es gilt

V(C) = V(My(C)) = V(K) = N.

(if) Es gilt fiir einen separablen unendlich-dimensionalen Hilbertraum H:
V(L(H)) =NU{oo}, n+oo:=o00+n:=oo,

denn alle Orthogonalprojektionen vom gleichen Rang sind unitédr dquivalent.
Das Monoid V(A) muss also nicht kiirzbar sein (und ist daher im allgemeinen
nicht Untermonoid einer Gruppe).

(iii) Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist V(C(X)) genau das Monoid
der stabilen Homotopieklassen von Vektorbiindeln auf X (Theorem von Swan,
Aufgabe 4 von Ubung 12).

Konstruktion 3.3.5 (Funktorialitdt von V(A)). Sei¢ : A — B ein x-Morphismus.
Wir definieren
¢« : V(A) — V(B)

durch

wobei fiir e = (e;j) € Idem(M;(A))

¢(e) = (¢(e;j)) € Idem (M, (B))

sei. Nach dem ersten Teil von Proposition 3.2.20 und der Definition von ~ ist
¢« wohldefiniert. Man sieht leicht ein, dass

(ida)« =idy(a), (Yo ¢)s =piogs
gilt, wann immer ¢ : B — C ein weiterer *-Morphismus ist.

Definition 3.3.6. Seien ¢g,¢1 : A — B *-Morphismen von lokalen C*-
Algebren. Dann heifSen ¢g und ¢; homotop, falls es einen *-Morphismus ¢ :
A — C([0,1], B) gibt, so dass

eviop=¢;, Vt=0,1.

Hierbei sei ev; : C([0,1], B) — B die Auswertung an ¢ € [0, 1]. Ein solches ¢
heifst Homotopie von ¢g zu ¢;.
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Proposition 3.3.7. Die Zuordnung A — V(A), ¢ — ¢ definiert einen Funktor
V von lokalen C*-Algebren zu abelschen Monoiden. Er hat die folgenden Eigenschaften.

(i) V ist homotopie-invariant: Sind ¢o, 1 : A — B homotope x-Morphismen, so ist
(¢0)« = (¢1)-

(i) V ist additiv: Es gilt V(A® B) = V(A) © V(B).

(iii) V vertauscht mit induktiven Limiten: Ist A der normierte oder Banachalgebra-

induktive Limes eines induktiven Systems von lokalen C*-Algebren (A, ¢yy), so ist
V(A) der algebraische direkte Limes von (V(Ay), (¢uv)«)-

Beweis. (i). Sei e € Idem(M,(A)) und ¢ eine Homotopie von ¢ zu ¢;. Dann
ist ¢o(e) ~y, ¢1(f) vermoge der Homotopie ¢ (e), wobei ¢r := ev; o ¢.

(ii). Es gilt Mo (A @ B) & Me(A) & Moo (B). Die algebraische Aquivalenz ~
kann man per Definition koordinatenweise priifen.

(iii). Laut Aufgabe 1 von Ubung 12 kann man zum normierten induktiven
Limes tibergehen. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 3.2.20. O

Konstruktion 3.3.8 (Grothendieck-Gruppe). Sei H eine abelsche Halbgruppe.
Sei ~ die folgende Aquivalenzrelation auf H x H: (x1,y1) ~ (x2,2) genau
dann, wenn es ein z € H gibt mit

X1+Y2+z=x2+Yy; +2z

Wir definieren K(H) := (H x H)/~. Dann ist K(H) eine abelsche Gruppe mit
der Verkniipfung

[(x1, )] + [(x2,y2)] = [(x1 + x2,¥1 + y2)]

und wird Grothendieck-Gruppe genannt. Die Elemente [(x, y)] notiert man x — y.

Definition 3.3.9 (Kgo-Gruppe). Wir definieren
Koo(A) == K(V(A)).

Ist ¢ : A — B ein *-Morphismus, so bezeichnen wir den induzierten Mor-
phismus abelscher Gruppen Kgg(A) — Koo(B) mit ¢,. Die Zuordnung A —
Koo (A), ¢ — ¢, definiert einen Funktor Koy von lokalen C*-Algebren zu
abelschen Gruppen.

Beispiel 3.3.10. (i) Es gilt

Koo(C) = Koo(My(C)) = Koo(K) = Z.
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(ii) Es gilt fiir jeden separablen unendlich-dimensionalen Hilbertraum #:
Koo(L£(H)) =0,

dan+oo =0 fiirallen € V(L(H)).

(iii) Sei X ein zusammenhéngender, nicht-kompakter, lokal-kompakter Haus-
dorffraum. Es gilt V(Co(X)) = 0 (Aufgabe 1, Ubung 13), also Koo (Co(X)) = 0.

Das letzte Beispiel zeigt, dass K fiir nicht-unitale C*-Algebren nicht immer
gute Ergebnisse liefert. Wir miissen daher eine andere Definition fiir Ky finden.

Konstruktion 3.3.11 (Ko-Gruppe). Fiir eine lokale C*-Algebra definieren wir
AT := A x C mit den Verkniipfungen

(a,z)(b,w) = (ab+ wa + zb,zw), (a,z)* := (a*,2).

Die Elemente von A1 schreiben wir a + z. Ist A nicht-unital, so ist AT *-
isomorph zu A und hat daher die Struktur einer lokalen C*-Algebra. Ist A
unital, so kann man

p: AT — AdCiat+z— (a+zly) Bz

betrachten. Dies ist wiederum ein *-Morphismus, also ist AT wiederum eine
lokale C*-Algebra. Dabei hat A @ C die C*-Norm

la ® z|| == max(|al|, z])-

Sei m: At — AT /A die kanonische Projektion. Dann ist AT /A = C, also
Koo(AT/A) = Z. Wir definieren

KQ(A) = ker 71, - Koo(A+).

Ist ¢ : A — B ein x-Morphismus, so induziert ¢;" : Koo(A1T) — Koo(B™T)
offenbar einen Morphismus abelscher Gruppen ¢, : Ko(A) — Ko(B). Damit
wird ein weiterer Funktor Ky von lokalen C*-Algebren zu abelschen Gruppen
definiert.

L 18.1.2017

723.1.2017

Der folgende Satz ist offensichtlich.

Proposition 3.3.12. Die Funktoren Koy und Ko sind homotopie-invariant, additiv
und vertauschen mit induktiven Limites.

Korollar 3.3.13. Es gilt Koo(A) = Koo(A @ K) und Ko(A) = Ko(A @ K).
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Beweis. Die Aussage fiir Koo folgt aus der fiir V. Die kanonischen Abbildungen
A — My(A) :a+— (89) induzieren Isomorphimen der Ko-Gruppen. Da K
mit Banachalgebra-induktiven Limites vertauscht erhdlt man einen Isomorphis-
mus Ko(A) = Ky(A® K). O

Proposition 3.3.14 (Standard-Bild fiir Ky). (i) Die Elemente von Ko(A) sind ge-
nau die Elemente von Koo(A™), die der Form [p] — [q] mit p,q € Proj(My(A™)) und
p—q € Mi(A) sind.

(ii) Die Elemente von Ko(A) sind genau diejenigen der Form [p| — [pn], wobei
p € Proj(My(A™)) mit k > n ist und p — p, € My (A) gilt. Hierbei setzen wir

pn = diag(1,...,1,0,...,0) € My(A™)
mit genau n Einsen auf der Diagonalen.

(iii) Ist [p] — [q] = 0in Ko(A) mit p,q wie in (i), so gibt es ein m mit
diag(p, pm) ~ diag(q, pm) in Miym(AT).

Es gibt ein n > m, so dass man in My, (A1) die Relation ~ durch ~, oder ~,
ersetzen kann.

Lemma 3.3.15. Sei p € Proj(My(A™)) mit t(p) ~ pn € Mi(C). Dann gibt es
p' ~y p mit
P'=pn (Meo(A)).

Beweis. Da My(C) = L£(C¥) und CF endlich-dimensional ist, sind Projektionen
durch ihren Rang bis auf unitdre Aquivalenz Klassifiziert (Spektralsatz). Daher
folgt aus 7t(p) ~ pn, dass unt(p)u* = p, fir ein u € U (C) = U(k).

Wir kénnen u in Ui (A™) auffassen. Mit p’ := upu* gilt

n(p') = un(p)u* = pn = 7(pn),
also p’ — pn € My(A). O

Beweis von Proposition 3.3.14. (i). Sind p,q € Proj(My(A™)) mit p — g € My(A),
so gilt 7(p) = mt(q) und folglich 7. ([p] — [g]) = 0.
Sei umgekehrt [p] — [q] € Ko(A) mit p,q € Proj(My(A™)) fiir ein k € IN. Es gilt

0= 7e([p] = lq]) = [(p)] = [7(q)]  in Koo(C) = Z.

Da V(C) = N ein kiirzbares Monoid ist, folgt daraus [7(p)] = [7(9)] = [px]
fiir ein n. Nach Lemma 3.3.15 gibt es p’ ~y p, 4’ ~y, g mit

P'=q=ps (Mi(A)),
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dh.p' — g € My(A). Da [p] — [q] = [p'] — [¢'] ist, folgt die Behauptung.
(ii). Sei [p] — [gq] € Koo(A), wobei p,q der Form wie in (i) seien. Wegen Aufgabe
1 auf Blatt 12 ist 4 < p, genau dann, wenn p,q = q ist. Fiir n > k gilt daher
pnq = q. Dann ist p, — q also eine Projektion. Durch Konjugation mit unitdren
Elementen konnen wir p die Diagonale herabbewegen, so dass es ein p’ ~, p
mit p’ L p, gibt. Es gilt auch p’ L p, — g, also

[pn —al + (9] = [pn]

in V(A™), so dass in Kop(A™) gilt

0"+ pn—q) = [pa] = [P'] +[pn —q] = [pa] = [P] = ] = [P] - [q]-
(iii). Es gibt ein r € Proj(M,,(A™")) mit
[pl+[r] =gl +[r] inV(AT).
Dann ist r < py, also
[diag(p, pm)] = [p] + [pm] = [p] + [r] + [pm — 7]
=[] + [r] + [pm — r] = [diag(q, pm)],

d.h. diag(p, pm) ~ diag(q, pm). Fiir ein n > m kann man ~ durch ~, oder ~,
ersetzen, wie aus den Ergebnissen von Abschnitt 3.2 folgt. O

Konstruktion 3.3.16. Wir betrachten die Abbildung
V(AT) — Ko(A) = [p] — [p] = [pal,

wobei 1 der Rang der Projektion 7t(p) € M, (C) sei. Sind p L q mitrk 7t(q) = m,
soist (p) L m(q), also hat 7t(p + q) Rang n + m. Es folgt, dass die Abbildung
additiv ist und einen Morphismus abelscher Gruppen Koy(A"T) — Kg(A)

induziert. Die Verkniipfung mit der kanonischen Abbildung Koo(A) — Koo(A)
liefert einen Morphismus abelscher Gruppen

wa Koo(A) — Ko(A)
Wir zeigen nun, dass w4 manchmal ein Isomorphismus ist.

Definition 3.3.17. Eine lokale C*-Algebra A heif8t stabil unital, falls M (A) eine
Fasteins aus Projektionen besitzt.

Bemerkung 3.3.18. Ein unitales A ist stabil unital. Aus Aufgabe 1 auf Blatt
12 folgt, dass A genau dann stabil unital ist, wenn A ® K eine Fasteins aus
Projektionen besitzt.

Proposition 3.3.19. Sei A stabil unital. Dann ist wy : Koo(A) — Ko(A) ein
Isomorphismus abelscher Gruppen. Insbesondere gilt dies, falls A unital ist.
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Beweis. Unter der Voraussetzung an A enthilt M (A) eine dichte lokale C*-
Unteralgebra, die der algebraische induktive Limes unitaler lokaler C*-Algebren
ist. (Man betrachte die Unteralgebren der Form pM,,(A)p, wobei p € M, (A)
zu der Fasteins gehort.) Da Kyp und K mit induktiven Limites vertauschen,
reicht es, die Aussage im unitalen Fall zu beweisen.

In diesem Fall ist AT =2 A ® C, wobei 7t der Projektion auf die zweite Kompo-
nente entspricht. Es folgt Kgo(A™) = Koo(A) & Z, wobei Kgo(A) genau ker 71,
ist. Aus den Definitionen sieht man, dass w4 die Identitdt von Kgo(A) ist. O

Beispiel 3.3.20. Es gilt Ko(K) = Ko(C) = Kgo(C) = Z.

Theorem 3.3.21. Sei | C A ein abgeschlossenes Ideal, j : | — A die Inklusion und
0: A — A/] die kanonische Projektion. Dann ist die Sequenz

Ko(J) 2 Ko(A) —— Ko(A/])
exakt, d.h. ker g, = im j,.

Beweis. Sei [p] — [pn] € Ko(J), wobei p = p, (My(J)). Dann ist

0« (j«([p] = [pnl)) = [e(p)] = [e(pn)] = [e(pn)] — [e(pn)] = O.

Somit im j, C im g4. O
L 23.1.2017

7 25.1.2017

Beweis von Theorem 3.3.21 (Fortsetzung). Sei umgekehrt [p] — [pu] € ker 0, mit
p = pn (My(A)). Nach Proposition 3.3.14 (iii) gibt es r > k + m und ein Element
ue Uy ((A/])7)

udiag(o(p), pm,0)u* = diag(pn, pm,0) = pntm in My ((A/])7)

Da diag(u, u*) nach Aufgabe 3 von Ubung 12 in Uy, ((A/])")o liegt, gibt es
nach Proposition 3.1.8 ein v € Uy, (A™") mit o(v) = diag(u, u*). Definiere

f = vdiag(p, pm,0)v" € Mo, (AT).
Dann gilt o(f) = pntm, d.h. f € My, (J7) und f = ppsm (Mp,(J)). Damit
€] — [pa] = [diag(e, P, 0)] — [pus] = [f] = [Pusn] € im .
Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 3.3.22. Im allgemeinen ist weder j, injektiv noch g. surjektiv.

Um die fehlende Exaktheit zu kurieren, braucht man hohere K-Gruppen.
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3.4 Ky und héhere K-Gruppen

Im folgenden sei A eine lokale C*-Algebra.
Konstruktion 3.4.1 (K;-Gruppe). Wir definieren
GL,(A) == {u € GL,(A") | u =1, (Mx(A))},
Uy (A) :== Uy (AT) NGL,(A).

Im unitalen Fall gibt dies eine zu den {iiblichen isomorphen topologische Grup-
pe in Norm-Topologie. Die Gruppen GL,(A) bilden ein induktives System
vermoge

GLy(A) — GLyi1(A) s 4 — (g (1)) .

Der algebraische induktive Limes ist eine Gruppe GL«(A) und eine topo-
logische Gruppe in der induktiven Limes-Topologie (Mengen U C GL«(A)
sind offen, falls GL,(A) N U fiir alle n offen ist). Die Elemente von GL«(A)
sind invertierbare unendliche Matrizen mit Diagonaleintrdgen in 14+ + A und
Aufierdiagonaleintrdgen in A, die fast immer = 1 bzw. = 0 sind.
Man sieht leicht, dass GL«(A) der induktive Limes der GL,(A)g ist. (Man
benutze, dass GLn(A) lokal wegzusammenhéngend ist.) Analoges gilt fiir
Uw(A) = lim U, (A) und U (A)o.
Wir definieren Kj(A) als die Quotientengruppe
Kq(A) := GLw(A)/ GL&(A)o.
Wie in Aufgabe 2 von Ubung 4 sieht man, dass
Ki(A) = Uso(A)/Ueo(A)o-
Jeder x-Morphismus ¢ : A — B induziert einen Gruppen-Morphismus
¢« : K (A) — Kq(B).
Proposition 3.4.2. Es gilt

Ki(A) = lim GL, (A)/ GL4(A)g = lim Uy (A) /Uy (A)g

Beweis. Dies folgt sofort aus dem folgenden Lemma 3.4.3. O

Lemma 3.4.3. Seien ug,uq € GL,(A) (bzw. U, (A)) so dass uoul_l € GL&(A)o
(bzw. Uoo(A)o). Dann existiert ein m > n, so dass ugu; * € GLy(A)g (bzw. Upr(A)o).

Beweis. Dies ist die wesentliche Aussage in der folgenden Limes-Relation:
GLoo(A)o = iy GL (A)o,  Uns(A)o = lim Un(A)o,
n n

also folgt die Behauptung. O
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Proposition 3.4.4. Fiir alle u,v € GL,(A) gilt [uv] = [diag(u,v)], also ist die
Gruppe Ky (A) abelsch.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 3.4.2 und Aufgabe 3 von Ubung 12. O
Definition 3.4.5 (Einhdngung). Die Einhingung (Englisch: suspension) von A
ist per Definition

SA:=Co((0,1),A) = {feC(S', A)| f(1) =0}

mit punktweisen Operationen und der Sup-Norm. Dann ist SA wiederum eine
lokale C*-Algebra und vollstandig, wenn dies fiir A gilt.
Jeder x-Morphismus ¢ : A — B induziert einen *-Morphismus

S¢p:SA—SB:fr—¢of.
Bemerkung 3.4.6. Man beachte SM,,(A) = M, (SA), sowie

(SA)T ={feC(01],A") | f(0)=f(1)=A€CVtIx; € A: f(t) = A+ x:}
~{feCSLAT)|f(1)=A€CVzIr. € A: f(z) = A +x:}.

D.h., Elemente von (SA)" sind Schleifen f in A", die modulo A konstant
= f(1) sind.

Theorem 3.4.7. Fiir alle lokalen C*-Algebren A gibt es einen Isomorphismus
GA : Kl(A) — K()(SA),

so dass fiir jeden x-Morphismus ¢ : A — B das folgende Diagramm kommutiert:

Ko(SA) N Ko(SB)

D.h., in der Sprache der Kategorientheorie ist 6 = (04) eine natiirliche Aquivalenz
K; — KpoS.

Beweis. Es sei u € U,(A) und nach Aufgabe 3 von Ubung 12 v = (v;) ein
Pfad von 1 zu diag(u, u*) in Up,(A) (man beachte, dass der dort konstruierte
Pfad modulo My, (A) gleich Eins ist, da cos(0) = 1 und sin(0) = 0 ist). Wir
definieren

Pt = Vipn0f

Es gilt po = p1 = pn und

pr=pn (M2n(A)),
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also ist p = (pt) € Proj(Ma,((SA)™)) und

0a([u]) = [p] = [pn] € Ko(A),

gemdf3 Proposition 3.3.14 (ii), wobei p, die “konstante Schleife” bezeichne. (Da
v = (v¢) im allgemeinen keine Schleife ist, ist das Element 6 4 ([u]) nicht-trivial!)
Sei [1'] = [u]. Aufgrund von Proposition 3.4.2 gibt es fiir hinreichend grofles n
Pfade a; und by in U, (A) von 1 zu (u')*u bzw. von 1 zu u'u*. Seien vy bzw. v}
Pfade in Uy, (A) von 1 zu diag(u, u*) bzw. zu diag(u/, (u’)*) und

Pt = UVspPny, P; = ngn(vg)*'
Sei
Xp = v; ciiag(blt,l7t)’(12k € uZn(A)'

Dann gilt xp = 1 und
x1 = diag(u/, (u')*) diag((v')*u, u'u*) diag(u*, u) = 1
und x; = 1 modulo My, (A), also ist x = (x;) € Uy, ((SA)™). Es gilt
(xpx™) = uj diag(ay, by) pn diag(ay, by ) (up)™ = uppn(u)™ = pi,

also

[Pl = [pa] = [p'] = [pa)-
Dies zeigt, dass 6,4 wohldefiniert ist. Aus Proposition 3.4.4 folgt leicht, dass 64
ein Morphismus abelscher Gruppen ist. Die Natiirlichkeit (Kommutativitdt des
Diagramms) ist ebenfalls leicht zu priifen.
Als néchstes zeigen wir Injektivitit. Sei also 64([u]) = 0 und v, p wie oben.

Aus Proposition 3.3.14 (iii) folgt fiir hinreichend grofies k die Existenz von
w € U(Mi(SA)™) mit

wdiag(v, 1) diag(pn, pm) diag(v*, 1)w* = wdiag(p, pm)w” = diag(pn, pm)-

Damit hat w diag(v, 1) die Form diag(a, b) mit Matrizen a € U,((SA)™) und
be Ui, ((SB)™). Es gilt wy = w; =1 und w; = 1 modulo My (A), also ist

ap=1, a =u,
was bedeutet, dass u € U, (A)p ist. O

L 25.1.2017

730.1.2016

Beweis von Theorem 3.4.7 (Fortsetzung). Es bleibt die Surjektivitdt zu zeigen. Sei
dazu [p] — [pn] mit p € Proj(Mx((SA)™)) und p — pn € M(SA). Dann ist
p = (pt) mit pg = p1 = pu und

pt=pn  (Mi(A)).
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Mit Korollar 3.2.15 gibt es einen stetigen Pfad u = (1) in Ug(A) mit up = 1 und
uspnuf = pr. Da uypy = puuy, ist u; der Form diag(v, w) mit v € U,(A) und
w € Ug_,(A). Indem man k erhoht und u durch diag(u, w*, v*) ersetzt, kann
man (nach Aufgabe 3 von Ubung 12) annehmen, dass es einen Pfad b = (b;) in
Uk_,(A) von w nach diag(v*, 1x_»,) gibt.

Sei z = (z¢) ein Pfad in Uy (A) von 1 zu diag(v, v*, 1x_5,) und setze q; = z¢pnz],
so dass

0a([0]) = [9] = [pul-

Setze a; := w*b; und x; = u; diag(1,, a¢)z;. Dann gilt xg = 1 und
x1 = diag(v, w) diag(1,, w* diag(v*, 1x_»,)) diag(v*, v, 1x_2,) = 1,
sodass x € U(My((SA)™)) ist. Es folgt [p] = [¢] und damit die Behauptung. O

Korollar 3.4.8. Der Funktor Ky von lokalen C*-Algebren zu abelschen Gruppen, ge-
geben durch A — Kq(A), ¢ — s, ist homotopie-invariant, additiv und vertauscht
mit induktiven Limites. Fiir jede lokale C*-Algebra und jedes abgeschlossene Ideal
J C A ist die Sequenz

Ki(]) = Ki(A) == Ki(A/]),
wobei j : ] — A die Inklusion ist und ¢ : A — A/ ] die kanonische Projektion,
exakt. Schliefilich gilt fiir jede lokale C*-Algebra A, dass K1(A) = K1 (A ® K) ist.

Beweis. Dies folgt mit Theorem 3.4.7 aus den entsprechenden Aussage fiir
Kp. Dazu beachte man, dass S(A/]) = SA/S]J ist und M, (SA) = S(M,(A)),
woraus S(A® K) =2 SA ® K folgt. O

In Anbetracht der Aussage von Theorem 3.4.7 ist die folgende Definition
nattirlich.

Definition 3.4.9 (Hohere K-Gruppen). Fiir n > 2 definieren wir induktiv

Ky (A) = K,_1(SA) = Ko(S"A).

3.5 Lange exakte Sequenz

Um die fehlende Exaktheit der Funktoren Ky und Ky zu kurieren, fiihren wir
eine lange exakte Sequenz ein. Sei dazu
i e

0 ] A A/] — 0

eine kurze exakte Sequenz, d.h. j sei die Inklusion eines abgeschlossenen Ideals
in A und ¢ die kanonische Projektion.
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Konstruktion 3.5.1 (Verbindender Homomorphismus). Sei u € U,(A/]) und
v € Uy, (A) ein Lift von diag(u, u*), der nach Aufgabe 3 von Ubung 12 existiert.
Es sei

I([u]) = [opnv"] — [pn] € Ko(A).
Es gilt
o(vpnv”) = diag(u, u”)p, diag(u*, u) = pu,
also vp,v* — pp € My, (J) und folglich o([u]) € Ko(J) nach Proposition 3.3.14.

Proposition 3.5.2. Die Vorschrift d ist als Abbildung K1(A/]) — Ko(J) wohldefi-
niert und ein Morphismus abelscher Gruppen.

Beweis. Zum Beweis der Wohldefiniertheit sei zunachst w ein weiterer unitirer
Lift von diag(u, u*). Sei z := wo~!. Dann ist ¢(z) = 1, also z € Uy, (J) und
folglich
[wpnw] — [pn] = [zopnv”2"] — [pu] = [vpuv™] — [pa]
in Ko(J). Daher ist die Definition unabhéngig von der Wahl des Lifts.
Alsnéchstes seiu’ € U, (A/]) mit [u'] = [u] in K1 (A/]). Dann gilt u*u/, u(u')* €
U, (A/])o, so dass es nach Proposition 3.1.8 a,b € U, (A) mit o(a) = u*u’ und
o(b) = u(u')* gibt. Es gilt
o(vdiag(a, b)) = diag(u, u*) diag(u*u', u(u')*) = diag(u’, (u')*)
und
[vdiag(a, b)py diag(a”, b%)v"] = [pu] = [opuv"] = [pa],
also ist 0([u]) unabhingig von allen Wahlen wohldefiniert.
Dass 0 ein Gruppenmorphismus ist, folgt leicht aus Proposition 3.4.4. O

Definition 3.5.3. Der kanonische Morphismus abelscher Gruppen
9: Ki(A/]) — Ko(J)
heift Indexabbildung.

Bemerkung 3.5.4. Die Indexabbildung ist natiirlich, d.h. fiir jeden *-Morphismus
¢ : A — B und alle abgeschlossenen Ideale ] C A und I C B mit ¢(J) C I ist
das folgende Diagramm kommutativ:

Ki(A/]) —2 Ki(B/1)

2| E

Ko(A) Ko(B)

Dabei ist ¢ : A/] — B/I der von ¢ induzierte x-Morphismus. Die Kommuta-
tivitdt folgt sofort aus den Definitionen.
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Theorem 3.5.5. Die folgende Sequenz ist exakt:

Ki(J)) 2> Ky (A) 2 Ky(A/]) 2 Ko(]) 2> Ko(A) 2 Ko(A/))

Da S kurze exakte Sequenzen erhiilt, gilt die entsprechende Aussage auch fiir Ky, und
K, anstelle von Ky und Kj.

Beweis. Mit Theorem 3.3.21 und Korollar 3.4.8 ist die Exaktheit an allen Stellen
aufler an K1 (A/]) und Ky(J) bereits nachgewiesen worden.
Exaktheit an K1 (A/]). Sei u € U,(A). Dann ist v := diag(u,

u*) ein Lift von
diag(o(u), o(u)*). Da diag(u, u*) mit p, kommutiert, ist d([u]) =

0. Somit gilt
im g, C kero.
Umgekehrt sei u € U,(A/]) mit o([u]) = 0. Sei v € Uy, (A) ein Lift von
diag(u, u*). Dann gilt [vp,v*] — [ps] = 0 in Ko(]).
Wir definieren eine partielle Isometrie w := vp, € My, (A™) mit w*w = p, und
q == ww* = vp,v*. Es gilt m(w) = diag(u,0). Es gibt nach Proposition 3.3.14
(iii) ein m und ein k > m + 2n mit
diag(q, pm) ~u diag(pu, pm)

in My(J"). Wegen Proposition 3.2.9 gibt es eine partielle Isometrie w’ € My (J ™)
mit

(w')*w' = diag(lan — pu, k—20 — pm), w'(w')* = diag(lon — q, Ik—20 — Pm)

Es ist
w' diag(pn,0) = @' (w')*w’ diag(pn,0) =0

und
diag(pn,0)o(w') = diag(pn, 0)o(w'(w')*w'") = diag(p,(1 — pa)w',0) = 0,

also o(w') = diag(0, ') fiir ein v’ € Uy_5,(C) = U(k — 2n). (Die Eintrdge der
Matrix #’ sind in {0,1}, da w’ € Mi(J*) gilt.)
Sei z := diag(w, py) + w'. Dann ist w’ L diag(w, pm), und es gilt

7'z = diag(w*w, pp) + (W) 0’ =1, zz* =1,
also folgt z € Uy (A™). Es gilt
o(z) = diag(u, pm) + diag(0,u') = diag(u,u”) € Ui (C) = U(k)
mit u” € U(k — n). Schlieflich sei z’ := diag(1,, (¢”")*)z. Dann gilt

o(z') = diag(u, 1)



96 C*-ALGEBREN UND K-THEORIE

und

also z’ € Uy(A). Es gilt

also ist im g+ = kerd.
O

L 30.1.2017

71.2.2017

Beweis von Theorem 3.5.5 (Fortsetzung). Exaktheit an Ko(J). Sei u € U,(A/])
und v € Uy, (A) mit o(v) = diag(u, u*). Dann gilt

j«(([u])) = [opuo*] = [pn] = 0

in Ko(A), da v € Up,(A). Somit gilt imd C ker ji.

Umgekehrt sei [p] — [pn] € Ko(J), wobei p € Mp,(J1) mit p = pn (M2, (]))
und [p] — [pn] = 0 in Kp(A). Dann gibt es ein m, ein k > n + m und ein
u € Ug(A™), so dass

udiag(pn, pm)u” = diag(p, pm)-
Durch Vergrofierung von n kann man annehmen, dass up,u* = p fiir ein
u € Uy, (A)o. Es gilt
o(u)pn = o(up) = o(pu) = pne(u),

also o(u) = diag(uq,up) mit u; € U,(A/]) und uy € Uz, (A/]). Indem man
n vergroBert und uy durch diag(up, u3, ui‘) ersetzt, kann man annehmen, dass
es einen Pfad in Uz, (A/]) von up nach diag(uj,12,) gibt. Damit folgt, dass
uy diag(uj,1) € Uz, (A/])o gilt. Nach Proposition 3.1.8 gibt es ein v € Uz, (A)
mit ¢(v) = uj diag(uj,1). Mit w := u diag(1,,v) erhdlt man

o(w) = diag(uy, up) diag(1, uy) diag(1,uj, 1) = diag(uy, uj, 1o,)
und
p = uppu” = udiag(1ly,, v)p, diag(l,, v*)u* = wp,w*,
also folgt d([u1]) = [p] — [pn] und ker j, = imo. O

Korollar 3.5.6. Die kurze exakte Sequenz lokaler C*-Algebren

j 0

0 ] A

spalte, d.h. es gebe einen x-Morphismus o : A/] — A mit oo = id 4. Dann ist
die Sequenz abelscher Gruppen

A/] — 0

0 —— Ku(J) —2 Kn(A) —2 Ky(A/]) —— 0

fiir jedes n exakt und spaltet. Folglich ist K,(A) = K,,(]) ® K, (A/]).
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Beweis. Indem man A durch 5" A ersetzt (Theorem 3.4.7), reicht es, die Aussage
fiir n = 0 zu zeigen. Wegen ¢ o 0 = id sind

surjektiv. Dies zeigt die Exaktheit an Ko(A/]) und wegen Theorem 3.5.5, dass
kerd = Ky (A/]),

so dass 0 : K1(A/]) — Ko(J) die Nullabbildung ist. Wiederum aus Theo-
rem 3.5.5 folgt ker j, = 0, d.h., die Exaktheit an Ky(]). O

Korollar 3.5.7. Die Inklusion A C A" induziert einen Isomorphismus abelscher
Gruppen K1 (A) — K1 (A™).

Beweis. Die kurze exakte Sequenz

0 A AT 1, C 0

spaltet, also ist nach Korollar 3.5.6 die folgende kurze exakte Sequenz abelscher
Gruppen exakt:

TT.

0 — Ki(A) — Ki(4") — K4(€C) —— 0.
Nach Theorem 3.4.7 und Beispiel 3.3.10 (iii) gilt weiter
K1(C) = Ko(SC) = Kp(Cp((0,1))) =0,

also ist 71, die Nullabbildung. Daraus folgt die Behauptung. O

3.6  Bott-Periodizitit

Das folgende Theorem wird als Bott-Periodizitit bezeichnet, weil es in gewissem
Sinne das Theorem von Raoul Bott (1957) tiber die Periodizitédt der stabilen
Homotopiegruppen der unitiren Gruppe verallgemeinert. Man kann Botts
Theorem wie folgt formulieren:

7n (U (00)) = 7142 (U(00)),

wobei U(o0) = Ux(C). Es folgt nun die Periodizitdtsaussage, die uns im
Kontext der K-Theorie von C*-Algebren interessiert. (Dieses Theorem wird von
Blackadar [5, Notes for Chapter IV] Atiyah [3] zugeschrieben.)

Theorem 3.6.1 (Bott-Periodizitat). Sei A eine lokale C*-Algebra. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus abelscher Gruppen K1(SA) — Ko(A).
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Wir folgen einem Beweis von Cuntz [7]. Um diesen vorzubereiten, verallgemei-
nern wir die Toeplitzerweiterung auf die Situation “tiber A”.

Konstruktion 3.6.2 (Toeplitz-Erweiterung). Sei A C L(H) eine C*-Algebra und
Ta die von A und dem Toeplitz-Operator u = T, erzeugte C*-Unteralgebra von
L(H ® H?). Dann ist T4 die C*-Algebra zu den Erzeugern u und a € A und
den Relationen u*u =1, au = ua, a € A, sowie den x-algebraischen Relationen
von A. Die Algebra QA = C(S', A) ist ebenfalls eine C*-Unteralgebra von
L(H ® H?). Durch u — z wird ein eindeutiger surjektiver *-Morphismus

7TA27:4—>QA

definiert (vgl. Theorem 2.4.4).

Der Kern von 74 wird erzeugt von A und e := 1 — uu* = |1)(1|. Es folgt aus
Theorem 2.4.4, dass ker m4 = A ® K. Wir haben die folgende exakte Sequenz,
die als Toeplitz-Erweiterung bekannt ist:

TTA

00— ARK Ta OA 0. (3.6.1)

Esseigq:=eviomy: Ty — Aund Ta  := kerq. Dann wird 7,4 9 von A und
1 — u erzeugt. Die kurze exakte Sequenz

0 Tao Ta -, A 0 (3.6.2)
spaltet vermoge 04 : A — T4, definiert durch
(ca(a)y)(z) =ayp(z), VacApecHoH:,zeSh
Daher gilt nach Korollar 3.5.6, dass Ke(74,0) = ker(q4)«.

Proposition 3.6.3. Die Abbildung (q4)« : Ke(Ta) — Ke(A) ist invertierbar mit
Inversem (04 )«. Inbesondere gilt Ke(Tap) = 0.

Bevor wir diese Proposition beweisen, zeigen wir, wie man mit ihrer Hilfe das
Theorem 3.6.1 beweisen kann.

Beweis von Theorem 3.6.1. Es ist nach Korollar 3.1.4 keine Einschrankung anzu-
nehmen, dass A eine C*-Algebra ist. Dies tun wir nun in Folge.

Schrénken wir die kurze exakte Sequenz in Gleichung (3.6.1) auf 74 ein, so
erhalten wir die folgende kurze exakte Sequenz:

0—— A®K Tay —2> SA 0. (3.6.3)

Wenden wir hierauf nun die lange exakte Sequenz in K-Theorie (Theorem 3.5.5)
an, so erhalten wir die folgende exakte Sequenz abelscher Gruppen:

Ki(Tap) LY Ki(SA) —— Ko(A®K) —— Ko(Tap)-
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Nach Proposition 3.6.3 sind die dufleren Gruppen = 0, also ist die Indexabbil-
dung 0 : K1(SA) — Ko(A ® K) ein Isomorphismus. Da Ky(A) = Ky(A® K),
folgt, dass Ko(A) = K1(SA) ist. Da beide Isomorphismen natiirlich sind, folgt
die Behauptung. O

L 1.2.2017

76.2.2017

Um den Beweis von Theorem 3.6.1 abzuschlieflen, beweisen wir nun Proposi-
tion 3.6.3. Dazu zunichst ein Lemma.

Lemma 3.6.4. Seis € U(A) selbstadjungiert. Dann ist s € U(A)o.
Beweis. Sei p = %(1 +5), so dass s = 2p — 1. Wir definieren
up=p +em’(2t—1)(1 _ p)

fiir alle t € [0,1]. Dann ist

—7'(1'(2t—1)e7'(i(2t—1) (1 _

ufut:szre p)2:p+1—p:1:utuf,

d.h. u; ist unitdr. Da up = s und u; = 1, folgt die Behauptung. O

Beweis von Proposition 3.6.3. Da ga o004 =idg, gilt (94)+ 0 (04)« = idg, () Sei
T4 die C*-Unteralgebra von £(H ® H? ® H?), die von Af, Aw und Av erzeugt
wird, wobei

f=e®l, v=u®l w=eRu.

Dann ist die von Af und Aw erzeugte Unter-C*-Algebra x-isomorph zu 74 ® K
und die von v erzeugte *-isomorph zu T,. Es gibt also eine kurze exakte
Sequenz von *-Morphismen

00— Thok LT 1T, 0,

wobei p(Af) = p(Aw) = 0 und p(av) = au fiir alle a € A.
Wir zeigen nun, dass diese Sequenz spaltet, und definieren verschiedene aber
homotope Schnitte. Dazu seien g := e ® ¢ und

ug =0v(l— o' +wo* +ow* +g, u =0v(l—f)v*+ fo* +of.
Offenbar sind up und u; selbstadjungiert. Da

v'o=1 f=1-v0" fo=0"f=0,

folgt
ud =o(1— f)o* +ofo* +f=vo"+f=1,

also ist 17 unitdr. Weiter gilt

v'w =w"v =0, wf:w/ fw*:w*/ gv:z}*gzo, gw:w*gZO,
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also folgt
uj =o(1 - f)o* + ww* + vw*wo* + ¢

Da weiterhin
ww=euu=f f-—ww=ex(1-uu")=g,

folgt hieraus
ud =vo* +f =1,

s0 dass auch ug unitir ist. Nach Lemma 3.6.4 gibt es einen Pfad () in U(7x)
von uy nach u;. Fiir alle t € [0,1] sei

gbt:TAH%A

der eindeutige *-Morphismus mit ¢ (au) = auyv fir alle 2 € A. Per Konstrukti-
on sind ¢y und ¢; homotop. Es gilt

go(au) = a(v(1—f)+w), ¢1(au) =a(v(l—f)+f),
also
p(¢o(au)) = p(¢1(au)) = au,
sodass po ¢y = po ¢y =idr,.
Wir definieren weiter
Ta=1{(ab)eTadTa|pla) =0}

Dann haben wir die kurze exakte Sequenz

(7,0)

0—— TA®K Ta o Ta 0.

Wir definieren nun
Pr:Ta — Ta:x— (¢e(x),x).
Dann sind 9y, ; homotope Schnitte von p;. Es gilt
po(au) = (a(v(1— f) +w),au), po(au) = (a(o(1 - f) + f), au),
also ¢9 = ¢ ® w, wobei ¢, w : T4 —> T 4 bestimmt sind durch
p(au) = (a(o(1 - f) +w),au), w(au) = (aw,0).

Andererseits gilt
w(a) = w(au*u) = aw*w = af,

sodass 1 = pDwors0qa.
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Wegen Korollar 3.5.6 ist
Ke(T a) = Ke(Ta) & Ke(Ta)
In der Zerlegung folgt

ws 0 (0a)x0(ga)s = Ws.

In der Identifizierung von K mit C ® K entspricht e = [1)(1| der Projektion
p1- Daher ist w bis auf *-Isomorphismen schlicht die kanonische Abbildung
Ta — Meo(Ta) — Ta ® K. Nach Korollar 3.3.13 ist w, ein Isomorphismus,
also folgt die Behauptung. O

Korollar 3.6.5. Es gibt natiirliche Isomorphismen

Ko (A) = Ko(A), falls2|n,
! B Ki(A), andernfalls.

Beweis. Nach Theorem 3.6.1 und Theorem 3.4.7 gilt
Ko(A) = Ki(SA) = Ka(A), Ki(A) = Kp(SA) = Ki(S?A) = K3(A).
Aus der Definition der hoheren K-Gruppen folgt die Behauptung. O

Der Isomorphismus in Theorem 3.6.1 wird in der Regel auf andere Weise
konstruiert. Wir zeigen nun, dass diese Konstruktion bis auf ein Vorzeichen
genau zu invers der von uns beschriebenen (die auf Cuntz [7] zurtickgeht) ist.

Konstruktion 3.6.6 (Bottabbildung). Sei A eine lokale C*-Algebra und ein
Element [p] — [px] € Ko(A) gegeben, wobei k > n, p € Proj(M(A™1)) und
p— pn € My(A) sei. Wir setzen

fo(t) = ezmtp +1—p.
Dann gilt
fofp=p+1l-p=1=fpf,,

d.h. f, ist eine Schleife in U (A™). Offenbar gilt f,[,f,;"1 € Ux((SA)™), so dass
wir

Ba(lp] = [pal) = [fpfp)] € Ka(SA)

definieren konnen. Ist p’ ~j, p, so ist f, homotop zu f, mit Basispunkt 1. Es
folgt, dass B4 : Ko(A) — K;(SA) wohldefiniert ist. Man sieht mit Proposi-
tion 3.4.4 leicht ein, dass B4 additiv ist. Diese Abbildung heifst Bottabbildung.
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Sie ist offenbar nattirlich, d.h. fiir jeden *-Morphismus ¢ : A — B lokaler
C*-Algebren kommutiert das folgende Diagramm:

Ki(84) <5 Ki(SB).

Proposition 3.6.7. Das Negative — 4 der Bottabbildung ist invers zu dem im Beweis
von Theorem 3.6.1 konstruierten Isomorphismus K1 (SA) — Ko(A).

Beweis. Wir machen intensiven Gebrauch davon, dass alle Abbildungen, die
wir betrachten miissen, nattirliche Transformationen sind. Durch Betrachtung
der spaltenden kurzen exakten Sequenz

0 A AT I, C 0

sieht man leicht ein, dass es reicht, die Behauptung fiir unitales A zu be-
weisen. Sei 0 : Kj0S — Ko(— ® K) die Indexabbildung zur reduzierten
Toeplitzerweiterung (3.6.3). Wie im Beweis von Theorem 3.6.1 gezeigt, ist d ein
natiirlicher Isomorphismus. Weiterhin sei 0 : Ky — Ko(— ® K) der natiirliche
Isomorphismus, der durch die *-Morphismen

A—ARK CTyp:a—ae

induziert ist. Der in Theorem 3.6.1 konstruierte nattirliche Isomorphismus Kj o
S — Ky ist gerade 0! 0 9. Da @ und ¢ natiirliche Isomorphismen sind, wird es
also reichen zu zeigen, dass —c ! 09 0 B = id ist. Dies ist aber eine Gleichheit
von nattirlichen Transformationen Ky — K, wobei diese als Funktoren auf
unitalen C*-Algebren aufgefasst werden.

Wie in Ubung 14 gezeigt (siehe vor allem Aufgabe 3), ist eine solche Trans-
formation durch ihre Wirkung auf A = C und dort durch ihren Wert auf [1]
wohldefiniert. Es gilt o¢([1]) = [e] und per Konstruktion B¢ ([1]) = [z], wobei
z € Q) die Identitdt von S ist.

Ein Lift von diag(z,z) in 7T ist gegeben durch

v = .
0 w*
Es gilt
. uu* +e u'e 10 N uru u*e 10
vt = = , v'v= = ,
eu utu 0 1 eu 1+uu* 0 1
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also ist v unitdr. Damit ist

A([z]) = [op10*] — [p1] = [“3 8] - [(1) 8] - Le) 8]

Dies zeigt die Behauptung. O

L 6.2.2017

78.2.2017

Theorem 3.6.8 (Exakte Sechs-Term-Sequenz). Sei | C A ein abgeschlossenes Ideal.
Dann gibt es ein exaktes Diagramm von Morphismen abelscher Gruppen

Ko(J) —L— Ko(A) —2 Ko(A/])

] o

Ki(A/]) —— Ki(A) Ki(]).

Hierbei ist d : Ko(A/]) — K1(J) die Verkniipfung von 0 : Kp(A/]) — Ky (J) mit
der Bottabbildung Ba ;.

Beweis. Dies folgt sofort aus Theorem 3.5.5 und Theorem 3.6.1. O

Bemerkung 3.6.9. Die Abbildung 0 : Ko(A/]) — K;(J) aus Theorem 3.6.8 heifit
Exponentialabbildung, denn es gilt

I([p] = [pnl) = lexp(27tin)],

wobei p € Proj(My(A™)) mit p — py € Mi(A) ist und x € M(A™) selbstad-
jungiert ist mit o(x) = p. Fiir einen Beweis siehe [14, Proposition 12.2.2].

3.7 Bibliographische Notizen zu Kapitel 3

Das Kapitel ist weitestgehend eine Auswahl von Resultaten aus dem Buch von
Blackadar [5]. An einigen Stellen bedienen wir uns des Buchs von Wegge-Olsen
[15], so z.B. in Proposition 3.3.14 (iii) und im Beweis von Theorem 3.5.5. Der
Beweis der Bott-Periodizitét folgt Cuntz [6, 7] (siehe auch [5, Section 9.4.2]), der
von Proposition 3.6.7 (deren Aussage bekannt ist) ist eine eigene Ergdnzung.






A
Grundlagen aus der Funktionalanalysis

A.1  Lokal-konvexe Vektorriume

Im folgenden seien E und F Vektorraume tiber C.

Definition A.1.1 (Lokal-konvexe Vektorraume). Eine Halbnorm auf E ist eine
Funktion p : E — Ry, so dass

px+y) <p(x)+ply), plzx)=|z|p(x), Vx,y€EzeC.
Fiir jede endliche Menge P von Halbnormen auf E, x € E und r > 0, sei
Uf(x):={y€E|VpeP:plx—y)<rh

Ist P eine beliebige Menge von Halbnormen, so ist die von P erzeugte Topologie
per Definition die grobste Topologie, fiir die alle Mengen der Form U/ (x)
mit P C P endlich, r > 0 und x € E, offen sind. Ist E mit einer von einer
Menge von Halbnormen erzeugten Hausdorff-Topologie versehen, so heifst E
ein lokal-konvexer Vektorraum.

Fiir einen lokal-konvexen Vektorraum ist der Dualraum E' per Definition die
Menge der stetigen linearen Funktionale E — C.

Bemerkung A.1.2. Ist E ein lokal-konvexer Vektorraum, so ist die Topologie von
E von der Menge aller auf E stetigen Halbnormen erzeugt.

Beispiel A.1.3 (Schwach*-Topologie). Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum. Der
Dualraum wird mit der von den Halbnormen

pr i E'— Reg: p— [u(x)]

mit beliebigem x € E erzeugten Topologie zu einem lokal-konvexen Vektor-
raum. Diese Topologie heifit schwach*-Topologie oder o(E’, E)-Topologie. Wir
schreiben E/, fiir E' mit der schwach*-Topologie.
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Beispiel A.1.4 (Schwache Topologie). Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum. Die
schwache Topologie oder ¢ (E, E')-Topologie auf E ist erzeugt von den Halbnor-
men

pu:E— Ryp:x+— [u(x)],

wobei i1 € E' beliebig ist. Nach dem folgenden Theorem von Hahn-Banach
ist diese Topologie Hausdorff, so dass E mit der schwachen Topologie ein
lokal-konvexer Vektorraum ist. Die schwache Topologie auf E ist offensichtlich
grober als die gegebene Topologie. Wir schreiben E, fiir E mit der schwachen
Topologie.

Theorem A.1.5 (Hahn-Banach). Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum und F C E ein
Untervektorraum. Fiir jede stetige Linearform v € F' gibt es eine stetige Linearform
w e E mit ulp =v.

Korollar A.1.6. Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum und x € E. Ist u(x) = 0 fiir
alle w € E', so ist x = 0.

Bemerkung A.1.7. Nach Korollar A.1.6 ist die Abbildung

E— H Cixr— (.u(x))yeE’
UEE'

injektiv. Die schwache Topologie auf E ist die Relativtopologie beziiglich der
Produkttopologie auf dem direkten Produkt.

Korollar A.1.8. Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum. Die Abbildung
E— (Ep)' :x — (p— p(x))
ist eine Bijektion. Sie ist ein Homdomorphismus E, — (E}).,.

Bemerkung A.1.9. Versieht man E’ mit einer feineren als der schwach*-Topologie,
so ist (E’)" in der Regel grofer als E. So ist z.B. fiir einen Banachraum E
das doppelte Dual (E’)’, wobei E’ mit der dualen Norm versehen wird, im
allgemeinen groBer als E. Dies ist z.B. der Fall, wenn E = ¢! (IN) der Raum der
absolut summierbaren Folgen ist.

Definition A.1.10 (Beschriankte Mengen). Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum.
Eine Teilmenge B C E heifst beschriinkt, falls

sup p(B) < o0

fiir jede stetige Halbnorm p auf E.
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Proposition A.1.11 (Banach-Alaoglu). Sei E ein lokal-konvexer Vektorraum und
B C E beschriinkt. Dann ist B relativ kompakt in der schwachen Topologie auf E.
Analog gilt: Ist B" C E' beschriinkt in einer Topologie, die feiner als die schwach*-
Topologie ist, so ist B’ relativ kompakt in der schwach*-Topologie.

Beweis. Das Bild von B in [],cp € unter der Abbildung aus Bemerkung A.1.7
ist enthalten in K := [],cp By, (0) fiir gewisse co > r;, > 0, wobei
Bi(z) ={weC||z—w|<r}.

Nach dem Satz von Tychonov ist K kompakt. Analog argumentiert man in der
dualen Situation. O

Bemerkung A.1.12. GeméfS Korollar A.1.8 kann man die erste Aussage von
Proposition A.1.11 aus der zweiten schlieflen.

Theorem A.1.13 (Eberlein-Smulian). Sei E ein Banachraum und K C E eine
Teilmenge, die beziiglich E; folgenkompakt ist. Dann ist K kompakt in E,.

A.2  Satz von Stone-Weierstrass

Theorem A.2.1 (Stone-Weierstrass). Sei X ein kompakter Hausdorffraum und A C
C(X) eine unitale C*-Unteralgebra. Falls A die Punkte von X trennt, d.h. zu x,y € X,

x #y,gibtes f € Amit f(x) # f(y), soist A= C(X).
Dies folgt leicht aus folgendem Satz (Ubungen).

Proposition A.z.2. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und A C C(X,R) eine
abgeschlossene unitale Unteralgebra. Falls A die Punkte von X trennt, dann ist
A=C(X,R).

Korollar A.2.3. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum und A C Co(X) eine
C*-Unteralgebra. Falls A die Punkte von X trennt und zudem fiir alle x € X ein
f € Amit f(x) # 0 existiert, so ist A = Cp(X).

Beweisskizze. Sei X = X U {oo} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von X. Dann
ist A C C(X) eine C*-Unteralgebra. Die Unteralgebra A (bzw. Co(X)) ist hierin
identifiziert als die Menge der f € A (bzw. f € C(X)) mit f(c0) = 0. Nach
der Voraussetzung trennt A die Punkte von X, so dass A = C(X) nach Theo-
rem A.2.1. Die Behauptung folgt. O

A.3 Banach- und Hilbertriume

Theorem A.3.1 (Darstellungssatz von Riesz). Sei H ein Hilbertraum. Die antili-
neare Abbildung

H—Hp— (Y= (p— (Yl¢))
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ist ein isometrischer Antiisomorphismus.

Theorem A.3.2 (Prinzip der gleichméafigen Beschranktheit). Sei (T)) ein Netz in
L(H) und Typ = lim), Ty fiir alle p € H. Dann ist T € L(H).

Proposition A.3.3 (Lemma von Riesz). Sei E ein normierter Raum, F C E ein
abgeschlossener Untervektorraum und 0 < ¢ < 1. Dann gibt es ein v € E mit ||v|| =1
und dist(v,Y) > e.

Beweis. Sei u ¢ F und r := dist(u, F) > 0. Sei § > 0, so dass r > (r + J)e. Es

gibt ein x € F mit ||x — u|| < r+ 4. Sei v := ||x — u|~'(x — u), so dass ||v|| = 1.
Es folgt
. . . 1 4 _ r
dist(v, F) = ||x — u||~" dist(u, F) P >,
also die Behauptung. O

Korollar A.3.4. Sei E ein normierter Raum, dessen Einheitskugel kompakt ist. Dann
ist E endlich-dimensional.

Beweis. Sei E unendlich-dimensional und 0 < & < 1. Per Induktion konstruiert
man mit Proposition A.3.3 (vy), ||va|| =1, so dass dist(x,, (xo,...,x,-1)) > a.
Da (vy,) keine konvergente Teilfolge enthilt, folgt, dass die Einheitskugel von E
nicht kompakt ist. O

Theorem A.3.5 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren). Sei x ein kompakter
Operator auf einem Hilbertraum H. Dann sind alle A € o(x), A # 0, Eigenwerte mit
endlicher Multiplizitit. Das Spektrum o (x) ist abzihlbar und 0 ist der einzig mogliche
Hiufungspunkt. Ist H unendlich-dimensional, so ist 0 € o (x).

Proposition A.3.6. Sei K ein kompakter Operator auf H. Dann ist K vollstandig
stetig (Englisch: completely continuous), d.h. ist () eine schwach konvergente Folge
in H, so ist (Kip,,) in Norm konvergent.

Beweis. Es gelte iy = lim,,_,00 ¢, schwach in /. Dann ist (¢, ) beschrankt, also
(Ktpy) relativ kompakt. Aufgrund der Kompaktheit reicht es zu zeigen, dass
jede konvergente Teilfolge von (Kip,,) den gleichen Grenzwert besitzt. Ist (K, )
eine konvergente Teilfolge, so ist fiir alle { € H

(& tim Ky = tim (K2l = (K°Ely) = (ElKy),

d.h. der Grenzwert der Teilfolge ist K. O
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Theorem A.3.7 (Parseval-Gleichung). Sei H ein Hilbertraum. Dann besitzt H eine
Hilbertbasis, d.h. eine paarweise orthogonale Menge B von Einheitsvektoren, so dass
(B)c dicht ist. Ist B eine Hilbertbasis, so gilt fiir jedes ¢ € H

¢=Y

neB
in dem Sinne, dass das Netz (L, cx(n|¢)n), indiziert iiber die Menge
A={ACB|#\ <)}

der endlichen Teilmengen von B, gerichtet vermoge Inklusion, in H gegen ¢ konvergiert.
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