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Aufgabe 1. (4 Punkte)Es bezeichne C ⊆ [0, 1] die Cantor-Menge,

C :=

∞⋂
n=1

Cn, Cn+1 := 1
3Cn ∪

(
2
3 + 1

3Cn

)
, C1 := [0, 1].

(1) Zeige, dass C(C) eine AF-Algebra ist.
(2) Finde einen injektiven ∗-Morphismus C([0, 1]) −→ C(C) und zeige, dass

C([0, 1]) keine AF-Algebra ist.

Aufgabe 2. (8 Punkte)Es sei H ein separabler Hilbertraum und a : H→ L(H) eine lineare
Abbildung. Diese Abbildung erfüllt die kanonische Antikommutationsrelationen
(CAR), falls für alle z, w ∈ H folgendes gilt:

a(z)a(w) + a(z)a(w) = 0

a(z)∗a(w) + a(w)a(z)∗ = 〈z|w〉
(i)

Sei im Folgenden eine solche Abbildung gegeben. Zeigen Sie folgende Aussagen.

(1) Durch die Wahl einer Hilbertbasis (ej) auf H können die CAR (i) wie folgt
dargestellt werden:

akal + akal = 0

a∗kal + ala
∗
k = δkl

(ii)

wobei aj := a(ej). Für einen Einheitsvektor z ∈ H ist der Operator a(z) eine
partielle Isometrie und es gilt C∗

(
a(z)

) ∼=M2(C).
(2) Wenn dimH = n <∞ ist, ist a(H) ∗-isomorph zu M2n(C).
(3) Seien H1,H2 separable Hilberträume und (al) und (bk) abzählbare Folgen in

L(H1) und L(H2), die (ii) erfüllen. Dann existiert ein eindeutiger ∗-Isomorphismus

π : C∗(a1, a2, . . . )→ C∗(b1, b2, . . . ),

s.d. π(ak) = bk ∀k ∈ N.
(4) Seien nun H1,H2 separable komplexe Hilberträume und

a : H1 → L(H1), b : H2 → L(H2)

lineare Abbildungen, die (i) erfüllen. Dann existiert zu jedem unitären U : H1 → H2

ein eindeutiger ∗-Isomorphismus αU : C∗(a(H1))→ C∗(b(H2)), so dass

αU

(
a(z)

)
= b(Ua(z)

)
, ∀z ∈ H1.

(5) C∗(a(H)) ist isomorph zur CAR-Algebra aus Beispiel 2.2.6.


