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Aufgabe 1. (4 Punkte)

(a) Es seien a, b ∈ A Elemente einer C∗-Algebra. Zeigen Sie, dass, wenn a und b
kommutieren, folgendes gilt:

0 6 a 6 b =⇒ 0 6 a2 6 b2. (1)

(b) Finden Sie ein Gegenbeispiel zu (a), wenn a und b nicht kommutieren.

Aufgabe 2. (4 Punkte)Sei A eine C∗-Algebra, so dass (1) für beliebige a, b ∈ A gelte. Zeigen
Sie: A ist kommutativ. Hinweise:

(a) Zeigen Sie: Ist xy selbstadjungiert für alle x, y ∈ A+, so ist A kommutativ.
(b) Seien x, y ∈ A+ und xy = a+ ib mit a, b ∈ Asa. Zeigen Sie: a > 0.
(c) Sei

E :=
{
α > 1

∣∣ ∀x, y ∈ A+, a, b ∈ Asa : xy = a+ ib ⇒ αb2 6 a2
}
.

Zeigen Sie, dass E abgeschlossen ist und 1 ∈ E gilt.
(d) Angenommen, E sei beschränkt und λ := supE. Zeigen Sie für alle x, y ∈ A+

mit xy = a+ ib die Ungleichungskette

λ2b4 6 λ(ab+ ba)2 6 (a2 − b2)2 6 a4 + b4 − 2λb4

und führen Sie damit die Annahme zum Widerspruch.
(e) Zeigen Sie: Wenn x, y ∈ A+, a, b ∈ Asa mit xy = a+ ib, so ist b = 0.

Aufgabe 3. (2 Punkte)Zeigen Sie: min(·, 1) ist nicht operator-monoton auf M2(C).
Aufgabe 4. (2 Punkte)Man berechne Specm(M2(C)).


