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Aufgabe 1. (3 Punkte)Sei A eine lokale Banachalgebra, e, f ∈ Idem(Â) und ε > 0. Zeigen
Sie: Es gibt ein e0 ∈ Idem(A) mit ‖e− e0‖ < ε; falls weiter e ∼s f , so gibt es ein
f0 ∈ Idem(A) mit ‖f − f0‖ < ε und e0 ∼s f0.

Aufgabe 2. (4 Punkte)Sei A eine lokale C∗-Algebra und seien p, q ∈ A Projektionen. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) p 6 q;
(ii) p 6 λq für ein λ > 0;
(iii) pq = qp = p;
(iv) q − p ist eine Projektion.

Aufgabe 3. (4 Punkte)Sei A eine unitale lokale Banachalgebra und seien x, y ∈ A×. Zeigen

Sie: Es existiert in GL2(A) = M2(A)× ein stetiger Pfad von diag(xy, 1) zu diag(x, y);
ist A eine lokale C∗-Algebra und sind x, y ∈ U(A), so kann man annehmen, dass
der Pfad in U2(A) verläuft.

Aufgabe 4. (6 Punkte)Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Gegeben ein Hausdorffraum E,
eine stetige Surjektion p : E −→ X und eine C-Vektorraumstruktur auf jeder Faser
Ex := p−1({x}) ⊆ E, so sagt man, dass E ein Vektorbündel auf X sei, falls es eine

offene Überdeckung (Ui) von X und Homöomorphismen ϕi : p−1(Ui) −→ Ui × Cri

gibt, so dass (a) p = p1 ◦ ϕi auf p−1(Ui), (b) p2 ◦ ϕi|Ex
: Ex −→ Cri für alle x ∈ Ui

linear ist, sowie (c) für Uij := Ui∩Uj 6= ∅ gilt r = ri = rj und eine stetige Abbildung
gij : Uij −→ GL(r,C) existiert, so dass

ϕ−1
j (x, gij(x)v) = ϕ−1

i (x, v), ∀x ∈ Uij , v ∈ Cr.

Der Schnittmodul von E ist die Menge

Γ(X,E) :=
{
s : X −→ E

∣∣ s stetig, p ◦ s = idX

}
.

Dann ist Γ(X,E) ein Modul über A := C(X) vermöge

(s1 + s2)(x) := s1(x) + s2(x), (fs)(x) := f(x)s(x) in Ex,

für alle s, s1, s2 ∈ Γ(X,E), f ∈ A, x ∈ X. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(1) Ist (E, p) ein Vektorbündel über A, so gibt es ein e ∈ Idem(Mn(A)), so dass
Γ(X,E) ∼= eAn als A-Modul. Hierbei wirkt A auf dem zweiten Raum durch
Rechtsmultiplikation. Hinweis: Mithilfe einer Teilung der Eins bette man E in ein
triviales Vektorbündel (X × Cn, p1) ein.
(2) Für e ∈ Idem(Mn(A)) ist

E :=
{

(x, v)
∣∣ x ∈ X, v ∈ e(x)(Cn)

}
⊆ X × Cn,

versehen mit der Relativtopologie, p := p1|E und der induzierten faserweisen Struk-
tur, ein Vektorbündel auf X, dessen Schnittmodul genau eAn ist.


