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Aufgabe 1. Es seien H;,H, Banachrdume. Es seien V, W Unterrdume von Hs
mit dim(W) < oo, s.d. V@ W = H,. Dann ist die Kodimension von V' definiert als
codim(V) = dim(W).

Sei nun T € L(H1,Hs). Der Operator T heisst Fredholmoperator, wenn

e ker(T) endlich-dimensional ist,
e das Bild ran(T") endliche Kodimension in Hs hat.

Der Fredholmindex fiir einen Fredholmoperator T ist definiert als
Ind(T) := dim(ker(7T")) — codim(ran(T)).
Beweisen Sie folgende Aussagen.

(1) Sei T' € L(H1,Hs) ein Fredholmoperator von Banchrdumen H;, Hy. Dann
ist ran(T") abgeschlossen. (Hinweis: Sie kénnen zunéchst zeigen, dass 7' nach unten
beschrénkt ist, d.h. es existiert ein § > 0, s.d. ||T(z)|| > d||z|]] Vz € Hi.)

(2) Es seien Hj,Ho, Hs Banachrdume und T € L(Hy,Hs), S € L(Ha, Hs)
beschréankte Operatoren. Wenn zwei der drei Operatoren S, T und ST Fredholm
sind, dann ist auch der dritte Operator Fredholm. Desweiteren gilt

Ind(ST) = Ind(T) + Ind(S).

(3) Es seien 3y, Hsy Hilbertraume und 7' € L£L(H;,Hs) ein Fredholmoperator.

Dann ist auch T* ein Fredholmoperator und es gilt
Ind(T) = —Ind(T™).
Insbesondere gilt
Ind(T) = dim(ker(7T)) — dim(ker(T™)).

Aufgabe 2. Sei K ein Hilbertraum und T € £(H).

(1) Sei K € K(H). Dann ist 1 4+ K ein Fredholmoperator. Zeigen Sie dazu, dass
ker(1+ K) und ran(1 + K)* endlich-dimensional sind und ran(1 + K) abgeschlossen
ist

(2) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
(i) T ist Fredholm.
(

ii) Es existiert ein Operator G € £L(H), s.d. TG — 1 und GT — 1 kompakt sind.

(iii) Es sei 7 : L(H) — L(H)/K(H) die kan. Projektion. Dann ist 7 (7T") ein
invertierbarer Operator.
(Hinweis: Fiir (i)—(ii): Konstruieren Sie zunéchst einen stetigen Operator G :
ran(T) — ker(T)*+. Fiir (ii)— (i) konnen Sie das Ergebnis aus benutzen.)
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Aufgabe 3. Beweisen Sie folgende Aussagen.
(1) Sei H ein Hilbertraum. Die Fredholmoperatoren F(H) bilden eine offene
Untermenge von £(H) und der Fredholmindex
Ind: F(H) > Z

ist lokal konstant.

(2) Es seien f1, fa € Co(S'). Die Toeplitzoperatoren T, und T, sind Fredholm
g.d.w. fi und f> keine Nullstellen haben, d.h. fi, fo € Co(S*,C\ {0}) und in diesem
Fall gilt

Ind(Tfl) = Ind(Tf2) < fi~n fo
wobei
fi ~n fa i fi ist homotop zu fy in Co(St, C\ {0})
= Es ex. eine stetige Abbildung F : S' x [0,1] — C\ {0}, s.d.:
F(-,t) € €S, C\ {0}) ¥Vt € [0,1];
F(2,0) = fi(2), F(2,1) = fa(2)Vz € S*.

(3) Fiir beliebiges f € Co(St,C\ {0}) existiert ein n € Z s.d. f ~, p, wobei

pn(z) = 2™ und es gilt
Ind(Ty) = —n.
(Hinweis: Benutzen Sie fiir die Homotopie, dass f durch ein trigonometrisches

Polynom approximiert werden kann und verwenden Sie den Fundamentalsatz der
Algebra.)



