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Aufgabe 1. Sei (I, <) eine gerichtete Menge und (A,,, ¢,.,) ein gerichtetes System
von Algebren A4, und Algebramorphismen ¢, : A, — A, fiir p < v, d.h.

Gur = Gur 0 O, Y <V <A
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Es existiert bis auf kanonischen Isomorphismus genau eine Algebra A (alternativ
hﬂ] A,), zusammen mit Algebramorphismen j,: 4, — A mit j, = j, o ¢, fiir
alle ;1 < v, mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede Algebra B und jede Familie von
Algebramorphismen f,: A, — B mit der Eigenschaft f,, = f, o ¢,, fiir alle p < v
existiert genau ein Algebramorphismus f: A — B mit f o j, = f, fir alle p.

In diesem Fall heifit A der (algebraische) induktive Limes der A,,.

Hinweis: Man definiere eine geeignete Aquivalenzrelation (i, a,) ~ (v, a,) auf der
disjunkten Vereinigung | J el A,

(2) Seien nun A, Banachalgebren und ¢,,,, wobei

lim sup|| ¢y (a) 4, < o0

[ 2>

fir alle p € I und alle a € A, gelte. Dann existiert bis auf kanonischen Isomorphis-
mus genau eine Banachalgebra A (alternativ %n ; A,,), zusammen mit Morphismen
von Banachalgebren (d.h. beschrankten Algebramorphismen) j,: A, — A mit
Ju = Jv o ¢ fiir alle p < v, mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jede Banachalgebra
B und jede Familie von Morphismen f,,: A,, — B mit der Eigenschaft f, = f,o¢,.
fir alle o < v und || f,|| < C fiir eine Konstante C' > 0 und alle u existiert genau
ein Banachalgebramorphismus f: A — B mit f o j, = f, fiir alle p.

In diesem Fall heiBt A der Banachalgebra-induktive Limes der A,,.

Hinweis: Man benutze, dass limsup, >, [[¢,.(a)|[4, auf dem algebraischen induk-
tiven Limes eine Halbnorm ||-||’y induziert.

(3) Sind die A, in (2) C*-Algebren und sind die ¢,, *Morphismen, so ist die
Banachalgebra A au eine C*-Algebra.

(4) Sind alle Morphismen ¢,,,, in (2) Isometrien, so ist die Halbnorm |-||’y aus
eine Norm und der Banachalgebra-induktive Limes ist die Vervollstandigung des
algebraischen induktives Limes aus beziiglich dieser Norm.

Aufgabe 2. Sei (Ay, ¢y) eine Folge von C*-Algebren Ay zusammen mit *-Morphis-
men ¢g : Ay —> Ayyy1. Zeigen Sie, dass eine Folge (B, ¥;,) von C*-Algebren B,,
und injektiven s-Morphismen ., : B, — B, +1 existiert, so dass

ling Ag == lim,  By.

(6 Punkte)

(4 Punkte)
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(6 Punkte) Aufgabe 3. Eine Derivation auf einer C*-Algebra A ist eine beschrénkte lineare

Abbildung § : A — A mit der Eigenschaft
d(ab) = d(a)b+ ad(b), Va,be A.
Eine Derivation heifit innere Derivation, wenn ein x € A existiert, so dass
6(a) = 0z(a) = [z,a) =xa —ax, Va€ A

gilt. Eine Derivation, die der punktweise Limes innerer Derivationen ist, wird
fast-innere Derivation genannt. Zeigen Sie folgende Aussagen.
(1) Jede Derivation auf einer endlich-dimensionalen C*-Algebra ist eine innere
Derivation.
Hinweis: Betrachten Sie eine endliche Gruppe von unitiren Elementen aus A, die
zusammen A aufspannen.
(2) Jede Derivation auf einer AF-Algebra A ist eine fast-innere Derivation.
(3) Ist H ein Hilbertraum, so ist jede Derivation auf X(H) der Form 4, fiir ein
x € L(H).

(5 Punkte) Aufgabe 4.
(1) Zeigen Sie, dass C(S') x-isomorph zu der durch den Erzeuger z und die Relatio-
nen

*r=1, zx*=1
definierten C*-Algebra ist.
(2) Zeigen Sie, dass Co((0,1]) *-isomorph zu der durch den Erzeuger z und die
Relationen
z=a*, el <1, 1-af<1
definierten C*-Algebra ist.
(3) Zeigen Sie, dass €([0,1]) *-isomorph zu der durch die Erzeuger 1,z und die
Relationen
r=x% |z|<1, |[1-z|<1, zl=lz=z 1=1"=1>

definierten C*-Algebra ist.
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