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Kapitel 1

Prinzipalbiuindel

1.1 Faserbiundel

Definition 1.1.1 (Faserbiindel). Sei p : E — B eine glatte Abbildung
zwischen Mannigfaltigkeiten F und B. Fiir eine offene Menge U C B schreiben
wir E|y == p~'(U). Ein (glatter) Diffeomorphismus 7 : E|ly — U x F
(wobei F' eine weitere Mannigfaltigkeit sei) heift lokale Trivialisierung oder
Biindelkarte, falls 7 diber B ist, das heifst, dass das folgende Diagramm
kommutiert:

Ely —I>UxF

| A

U.

Hierbei sei p; die erste Projektion. In diesem Fall gilt E, := p~!(z) = F fiir
alle x € U und F (bzw. seine Isomorphieklasse) heift Fasertyp von (E,p, B)
anzx e U.

Das Tripel (E,p, B) heifit Faserbindel (mit Totalraum E und Basis B),
falls B eine Uberdeckung durch offene Mengen U besitzt, so dass es eine auf
E|y definierte lokale Trivialisierung gibt.

Seien (E,p, B) und (E',p’, B) Faserbiindel. Eine Abbildung ¢ : E —
E’ heilt Biindelmorphismus, falls er iiber B liegt, d.h., dass das folgende
Diagramm kommutiert:

E-?2 . F

N

B.
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Die Faserbiindel bilden mit den Biindelmorphismem eine Kategorie. Insbeson-
dere sind Faserbiindel (E,p, B) und (E’,p’, B) isomorph genau dann, wenn
es einen Diffeomorphismus ¢ : E — E’ gibt, der ein Biindelmorphismus ist.

Bemerkung 1.1.2. Verkiirzend sagt man oft, £ — B, E/B oder E sei ein
Faserbiindel, wenn man (E, p, B) meint. Man schreibt oft F — E — M,
wenn man meint, (F, p, B) sei ein Faserbiindel vom Fasertyp F'. Der Fasertyp
von x € B ist lokal konstant.

Beispiel 1.1.3. Seien B und F' Mannigfaltigkeiten. Dann ist p; : M x FF — B
ein Faserbiindel vom Fasertyp F', das triviale Biindel. Jedes hierzu isomorphe
Faserbiindel heifst ebenfalls trivial.

Beispiel 1.1.4. Ist p : E — B eine Uberlagerung, so ist (FE,p, B) ein Faser-
biindel, dessen Fasertyp auf einer gegebenen Zusammenhangskomponente die
jeweilige Decktransformationsgruppe mit der diskreten Topologie ist.

Beispiel 1.1.5. Ist B eine Mannigfaltigkeit von reiner Dimension n, so ist der
Totalraum des Tangentialbiindels T'B ein Faserbiindel vom Fasertyp R".

Beispiel 1.1.6. Die Gruppe Z wirke auf R x (—1,1) durch

Der Quotient ist das Mobiusband M. Die durch (z,y) — « induzierte
Abbildung M — R/Z = S' ist ein Faserbiindel mit Fasertyp (—1,1).

Beispiel 1.1.7. Sei T' die von den Diffeomorphismen oy, o9 : R? — R2,
Ul(xay) = («T‘f‘l,—y), UQ(xay) = (I‘,y—f—l)

erzeugte Untergruppe von Diff (R?). Der Quotient K := R? /T ist die Kleinsche
Flasche. Die Abbildung (x,y) — x induziert die Projektionp : K — R/Z =
S! eines Faserbiindels mit Fasertyp S'.

Konstruktion 1.1.8 (Biindelatlas und Cozyklen). Sei (E,p, B) ein Faser-

biindel vom Fasertyp F und (U;) eine offene Uberdeckung von B mit lokalen

Trivialisierungen 7; : E|y, — U; x F. Dies nennt man einen Biindelatlas.
Sei Uij = UZ N Uj. Dann gllt

((riluy) o (1lu,) 1) (0, ) = (b, 735 (D) (f)) (1.1.1)
fir gewisse Diffeomorphismen 7;;(b) : ¥ — F, b € U;;. Die Abbildungen

Tij - Uij — DiH(F)



1.1. FASERBUNDEL 7

sind derart, dass 7;;(b)(f) glatt von (b, f) abhéngt und die Cozykelbedingung
Tij(b)Tjk(b) = Tik(b), T”(b) = ldF (112)
fir alle b € Uy, = U; NU; N Uy bzw. alle b € U; erfiillt ist.

Proposition 1.1.9 (Faserbiindel und Cozyklen). Seien B und F Mannig-
faltigkeiten. Sei (U;) eine offene Uberdeckung von B und seien 75 1 Uiy —
Diff(F') Abbildungen, so dass 7;;(b)(f) glatt von (b, f) abhinge und Gleichung
(1.1.2) fiir alle i,j und alle b € Uy; erfiillt sei.

(i) Es emistiert ein Faserbindel p : E — B mit Biindelatlas (7; : E|ly, —
U; x F), so dass Gleichung (1.1.1) gilt.

(ii) Ist p' : E' — B ein Faserbindel und sind ¢; : U; x F — E'|y,
Biindelmorphismen, so dass

©i(b, i (0)(f)) = @;(b, f)

fiir alle b € Us;, f € F, so gibt es genau einen Biindelmorphismus ¢ : F —
E’, so dass pi o1, = ¢ auf E|y,, fir alle i.

(iii) Insbesondere ist (E,p, B) eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus und ein Cozykel (Ti,j) mit gleicher Faser auf der gleichen Uberdeckung
gibt Anlass zu einem isomorphen Biindel genau dann, wenn es Abbildungen
o; : Up — Diff(F') gibt, so dass o;(b)(f) glatt von (b, f) abhdngt und die
folgende Gleichung:

Tij(b)O'j(b) == O'Z(b)Tl/j(b) (113)
fiir alle b € U;j, 1,7 gilt.

Beweis. (i). Man definiert den topologischen Raum

E=]JUix F/ ~,

wobei die Aquivalenzrelation ~ definiert ist durch
b=10 S Uij, f = Tij(b/)(f/)

fur alle (b, f) € U; x F und (V, f') € U; x F. Die Projektion p : E — B
ist induziert durch die Abbildung, die (b, f) € U; x F auf b abbildet. Man
zeigt leicht, dass FF Hausdorffsch ist und das zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfiillt. Die lokalen Trivialisierungen 7; : E|y, — U; x F sind induziert von
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der Identitdt des Raums U; x F. Es gilt Gleichung (1.1.1), und es folgt, dass
die 7; einen glatten Atlas definieren. Also ist F eine Mannigfaltigkeit und
sogar ein Faserbiindel.

(ii). Dies ist offensichtlich.

(iii). Dies Eindeutigkeitsaussage folgt aus (ii). Sei (7;;) ein Cozykel mit
induziertem Faserbiindel (E’, p, M) und Biindelatlas (7]). Sei ¢ : E — E’
ein Biindelisomorphismus. Sei o; : U; — Diff (F') definiert durch

!

(/P opom) (b, f) = (bai(b)(£))-

Dann folgt Gleichung (1.1.3) aus Gleichung (1.1.1). Die umgekehrte Implika-
tion folgt mit Hilfe von Teil (ii). O

Korollar 1.1.10 (Pullback-Faserbiindel). Sei (E,p, B) ein Faserbindel vom
Fasertyp F und v : B' — B eine glatte Abbildung. Dann ist

V'E = {(b, e)€e B xFE ’ P(b) = p(e)}
mit ein Faserbiindel vom Fasertyp F mit der Projektion (b,e) — b.

Beweis. Sei (7;5) ein Cozykel zu einem Biindelatlas von E. Dann ist (735 0 ¢)
ein Cozykel auf B’, dessen induziertes Biindel (nach Proposition 1.1.9) sich
als Menge mit *E identifiziert (etwa mit Teil (ii), loc. cit.). O

Gelegentlich wird es niitzlich sein, die Existenz globaler Schnitte von
Faserbtlindeln abstrakt zu beweisen. Hierzu ist folgendes Kriterium hilfreich.

Proposition 1.1.11. Sei E ein Faserbiindel vom Fasertyp RN, A C B
abgeschlossen und sg ein auf A definierter lokaler Schnitt. Dann besitzt E
einen globalen Schnitt s, so dass s|a = so|a. Indem man A = & betrachtet,
folgt insbesondere, das E einen globalen Schnitt besitzt.

Beweis. Sei (Up)p>1 eine abzéhlbare Uberdeckung von B mit U,, C V,,, wobei
V,, C B offen sei mit Biindelkarten 7, : E|y, — V,, x R™. Setze

Ag = A, A, 5:7nUAn—1a Ch ::ﬁnmAn—l-

Angenommen n > 1 und fiir j < n gebe es lokale Schnitte s; auf A;, so dass
sjla;,_; = sj—1. Definiere

h:=pyor,o Sn—l‘C’n 1 Cp — RY.
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Da C,, und U, abgeschlossen in B sind, gibt es eine glatte Abbildung A’ :
U, — R so dass h'|¢, = hlc, ist. Definiere

Vo (id, '), auf U,,
Sp =
Sn—1, auf 4,,_1.

Dann ist s, ein glatter lokaler Schnitt.
Induktiv haben wir nun bewiesen, dass die obige Aussage fiir alle n gilt.
Wir kénnen daher
s:=s, auf A,

definieren. Dies ist wohldefiniert und gibt einen glatten Schnitt. O

Bemerkung 1.1.12. Allgemeiner kann man als Fasertyp in Proposition 1.1.11
jede Mannigfaltigkeit F' nehmen, die eine Einbettung in R mit einer Re-
traktion RY — F besitzt.

1.2 Prinzipalbiindel

Definition 1.2.1 (Prinzipalbiindel). Sei a : P x G — P eine Rechtswirkung
der Liegruppe G und p : P — B eine G-invariante glatte Abbildung. Dann
heitt (P,p, B,a,G) ein G-Prinzipalbindel, falls es einen Biindelatlas aus
G-aquivarianten lokalen Trivialisierungen 7; : P|y, — U; x G gibt, d.h.

mi(p-g) =7i(p) -9

fir alle p € Ply,, g € G, wobei G auf U; x G auf dem zweiten Faktor durch
Rechtstranslationen wirke.

Ein Biindelmorphismus ¢ : P — P’ heifst Morphismus von G-Prinzipal-
biindeln, falls er G-dquivariant ist.

Bemerkung 1.2.2.

(i) Wir sagen oft einfach, dass P ein G-Prinzipalbiindel ist. Ist dies der
Fall, so ist P ein Faserbiindel vom Fasertyp G.

(ii) Ist auf P eine G-Rechtswirkung a gegeben, die eine surjektive Sub-
mersion p : P — B invariant lasst und einfach transitiv auf Fasern ist, so
ist (P,p, B, a,G) ein G-Prinzipalbiindel. Ist ndmlich s : U — P ein lokaler
Schnitt (po s =1idy), so ist

0:UxG— Ply:(byg)—>s(b)-g
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eine G-dquivariante glatte Bijektion. Da imTps transversal zu T's) Py ist, ist
¢ lokal und folglich global umkehrbar, und es folgt, dass (P, p, B,a,G) ein
G-Prinzipalbiindel ist.

(iii) Ist a : P x G — P eine freie, eigentliche Wirkung, so existiert
B := P/G und die kanonische Projektion p : P — B ist eine surjektive
Submersion, vgl. Korollar A.2.4. Aus Teil (ii) folgt, dass (P, p, B,a,G) ein
G-Prinzipalbiindel ist.

(iv) Ist umgekehrt P ein G-Prinzipalbiindel mit Basis B, so ist die G-
Wirkung frei und eigentlich, da dies in den lokalen Trivialisierungen gilt.
Weiterhin ist die von p induzierte Abbildung P/G — B ein Isomorphismus.

(v) Der Beweis von Teil (ii) zeigt auch, dass ein G-Prinzipalbiindel genau
dann trivial (also als G-Prinzipalbiindel isomorph zu B x G) ist, wenn es
einen globalen Schnitt besitzt. Insbesondere ist jedes Prinzipalbiindel fiir
G = (RN, +4) trivial, vgl. Proposition 1.1.11.

(vi) Jeder Morphismus von G-Prinzipalbiindeln (iiber der gleichen Basis)
ist ein Isomorphismus.

Durch Spezialisierung erhalten wir aus Konstruktion 1.1.8 und Proposi-
tion 1.1.9 und deren Beweisen die folgenden Ergebnisse.

Konstruktion 1.2.3 (G-Cozyklen). Sei (P,p, B) ein G-Prinzipalbiindel
und 7; : Ely, — U; x G ein Biindelatlas aus G-dquivarianten lokalen
Trivialisierungen. Dann ist durch die Gleichung

((Ti‘Uij) o (Tj’Uij)_l)(b? g) = (ba.g ' gij(b)) (1'2-1)

fiir alle b € Uj; eine glatte Abbildung g;; : U;; — G definiert, fiir die die
Cozykelbedingung

9ij(0)g;x(b) = gir(b),  gii(b) = 1c (1.2.2)

fiir alle b € Uyj3, bzw. b € U; gilt. Wir nennen solch eine Familie (g;;) einen
G-Cozykel.

Proposition 1.2.4 (Prinzipalbiindel und G-Cozyklen). Seien B eine Man-
nigfaltigkeit und G eine Liegruppe. Sei (U;) eine offene Uberdeckung von B
und (g5 : Usj — G) ein G-Cozykel.

(i) Es emistiert ein G-Prinzipalbindel p : P — B mil dquivariantem
Biindelatlas (; : Ply, — U; x G), so dass Gleichung (1.2.1) gilt.
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(i) Istp': E' — B ein G-Prinzipalbindel und sind ¢; : Uy x G — P'|y,
dquivariante Biindelmorphismen, so dass

@i(b,g - 9ii(b)) = (b, 9)

fiir alle b € U;j, g € G, gilt, so gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : P —
P’ von G-Prinzipalbiindeln, so dass ¢; o1, = ¢ auf P|y, ist, fir alle i.

(iii) Insbesondere ist (P,p, B) eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus und ein Cozykel (ggj) mit gleicher Faser auf der gleichen Uberdeckung gibt
Anlass zu einem isomorphen Biindel genau dann, wenn es glatte Abbildungen
h; : U; — G ¢ibt, so dass die folgende Gleichung:

9ij(0)h; (b) = hi(b)gi; (D) (1.2.3)
fiir alle b € Uy, i,7 gilt.

Korollar 1.2.5 (Pullback-Prinzipalbiindel). Sei (P, 7, B,a,G) ein G-Prinzi-
palbiindel und 1 : B' — B eine glatte Abbildung. Dann ist

V' E = {(bp) € B'x P | 4(b) = =(p)}
ein G-Prinzipalbiindel mit der Projektion (b, p) — b.

Beispiel 1.2.6. Sei G eine Liegruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe.
Aus Bemerkung 1.2.2 (iii) folgt, dass die kanonische Projektion G — G/H
ein H-Prinzipalbiindel ist.

Beispiel 1.2.7. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n und (y; : U; —
R™) ein Atlas. Das Rahmenbiindel GL(M) — M ist definiert durch den
GL,,(R)-Cozykel

gij : Uij — GLa(R),  gij(z) = D(p; " 0 ¢i)(pi(x)).
Der Totalraum von GL(M) kann identifiziert werden mit
{(x,vl,...,vn) ‘ x € M,{vi,...,v,} Basis von M}

mit der Projektion (x,v1,...) — .

Beispiel 1.2.8. Sei F eine reelle Divisionalgebra (d.h. R, C, oder H) und k£ < n.
Die (reelle, komplexe, bzw. quaternionische) Stiefelmannigfaltigkeit ist

Vin(F) = {V e F" | V*V = 1, }.
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Sie tragt eine freie Rechtswirkung der Liegruppe

Ui(F) == {g € GLi(F) | g*g = 11}

d.h. der orthogonalen, unitéren, bzw. unitar-symplektischen Gruppe. Da diese
Gruppe kompakt ist, ist die Wirkung eigentlich. Die V' € V}, ,(F) sind gerade
die isometrischen Einbettungen

FE — .

Folglich ist V}, ,, /Uy (K) isomorph zur (reellen, komplexen, bzw. quaternioni-
schen) Grafimann-Mannigfaltigkeit

Gin(F) ={V CF" ‘ V k-dimensionaler F-Rechtsunterraum }.

Man erhélt Uy (F)-Prinzipalbiindel mit Totalraum Vj, ,,(F) und Basis Gy, ,,(F).
Fiir k = 1 erhilt man Vi ,(F) = S(F") = S™~! (d = dimg F), G1.,(F) =
FP"~! und Uy (F) = S(F) = S9!, wobei S° = {£1}.
Im Fall F = C, kK = 1 und n = 2 erhélt man als Spezialfall die Hopf-
Faserung S* — S — §2.

1.3 Assoziierte Biindel

Prinzipalbiindel erlauben es, auf natiirliche Weise “assoziierte” Faserbiindel
zu konstruieren. Oft ist viel der geometrischen Information auf der Ebene
der Prinzipalbiindel kodiert.

Konstruktion 1.3.1 (Assoziiertes Faserbiindel). Sei 7 : P — B ein G-
Prinzipalbiindel und F eine Mannigfaltigkeit mit einer Linkswirkung a :
G x F — F von G. (Wir sagen auch, F' sei eine G-Mannigfaltigkeit.) Auf
P x F sei eine Rechtswirkung definiert durch

. f)g=Ww 99" f)

Da die G-Wirkung auf P frei und eigentlich ist, folgt gleiches fiir diese
Wirkung. Folglich existiert

PxYF:=(PxF)/G

und die durch 7 induzierte Projektion P x¢ F — B ist eine surjektive
Submersion. Dann heift P x& F zu P assoziiertes Biindel.
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Proposition 1.3.2. Das assoziierte Bindel P x¢ F ist ein Faserbiindel
tber der Basis B vom Fasertyp F. Ist (g;5) der G-Cozykel von P zu einem
gegebenen dquivarianten Biindelatlas, so besitzt P xC F einen Biindelatlas
iiber der gleichen Uberdeckung, dessen Cozykel (ag,;) ist.

Beweis. Sei 7 : P|ly — U X G eine dquivariante lokale Trivialisierung von
P. Beziiglich der offensichtlichen G-Rechtswirkung auf U x G x F' gilt

(UxGExF)/G=UxF.

Der Biindelisomorphismus 7 X idp : P|y — U x G x F ist G-adquivariant,
induziert also einen Biindelisomorphismus 7 : (P x¢ F)|y = P|ly x¢ F —
U x F. Dies zeigt, dass P x& F ein Faserbiindel mit einem iiber der gleichen
Uberdeckung wie fiir P definierten Biindelatlas ist.

Sei 7' : Ply» — U’ X G eine weitere dquivariante lokale Trivialisierung
von P und 7 : UNU" — G definiert durch

(Tlorwr o 7Moo ) (b, 9) = (b,g - 7"(b)).

Aus den Definitionen folgt sofort

Flunw o Hunw ) (b, f) = (b, azrwy ().
Dies zeigt die Behauptung. O

Der Vektorraum aller Schnitte eines assoziierten Biindels lasst sich iiber
dquivariante Abbildungen charakterisieren.

Proposition 1.3.3. Sei 7w : P — B ein Prinzipalbiindel und F eine G-
Mannigfaltigkeit. Dann ist fir alle offenen U C B die Abbildung

D(U,P x% F) — C®(P|y, F)° : s — ¢,
definiert durch
s(m(p)) = [(p,ws(p)], Vp € Ply
eine Bijektion. Hierbei ist die Aquivarianzbedingung fir ¢ = @g:

1

ep-9)=g9 -, VpePged.

Beweis. Offensichtlich kann man P durch P|y ersetzen, so dass wir U = B
annehmen koénnen. Sei ein Schnitt s gegeben und p € P. Dann gibt es ein
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f € F mit [(p, f)] = s(m(p)). Sei f' € F mit [(p, f')] = s(7(p)). Dann existiert
ein eindeutiges g € G mit

)= 9,9 f).

Aber die G-Wirkung auf P ist frei, so dass ¢ = 1 und f = f’. Damit ist
vs(p) == f definiert. Es gilt weiter

[(p-g,05(p-9))] = s(n(p-g9)) = s(m(p)) = [(p, s(P)] = (P 9,97 " - 0s(p))];

so dass s dquivariant ist.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢, glatt ist. Da dies eine lokale Frage ist, konnen
wir annehmen, dass P = B x G ist, also P x¢ F = B x F. Der kanonische
Isomorphismus P x% F — B x F ist gegeben durch [((b, g), f)] — (b, f).
Folglich ist

cps(b,g) :p2($(b))7 Vb € B7g € Ga

und die Glattheit folgt.

Umgekehrt sei p : P — F glatt und dquivariant. Fiir b = 7(p) = 7(p/)
gibt es g € G mit p = p’ - g, da G transitiv auf Fasern von P wirkt. Damit
folgt

(0, o) =10 - 9,00 - 9] =1 - 9,9 - 0@))] = [P, 0(P))],

so dass s(b) = [(p, ¢(p))] nur von b abhéngt. Offensichtlich gilt 7(s(b)) = b.
Die Glattheit folgt dhnlich wie oben. O

Wie oben erwéhnt, sind viele wichtige Faserbiindel als assoziierte Biindel
gegeben. Ein wichtiges Beispiel sind Vektorbiindel.

Definition 1.3.4 (Vektorbiindel). Sei E — B ein Féserbitindel vom Fasertyp
K" (K =R, C). Ein Biindelatlas (7; : E|y, — U; x K") heifst K-linear, falls
der assoziierte Cozykel 7;; : U;; — Diff(R™) Werte in GL,,(R") annimmt.
Eine Menge A’ lokaler Trivialisierungen von E heif$t linear kompatibel mit
einem gegebenen K-linearen Biindelatlas A, falls ihre Vereinigung A’ U A ein
K-linearer Biindelatlas ist. Zwei K-lineare Biindelatlanten heifen dquivalent,
falls sie kompatibel sind. Ein Faserbiindel £ vom Fasertyp K" mit einer
Aquivalenzklasse K-linearer Biindelatlanten heift K- Vektorbiindel. In diesem
Fall heifst n der Rang. Im Fall von Rang 1 spricht man von Geradenbiindeln.

Aus den Definitionen folgt sofort der folgende Satz.
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Proposition 1.3.5. Sei E ein K-Vektorbindel vom Rang n. Dann ist E
vermage der definierenden Darstellung von GL,(K) assoziiert zu einem bis
auf Isomorphie eindeutigen GLy,(K)-Prinzipalbindel GL(E).

Ist umgekehrt P ein G-Prinzipalbiindel und V' der Raum einer endlich-
dimensionalen K-linearen G-Wirkung o, so trigt P x%V die Struktur eines
K- Vektorbindels E, die dadurch eindeutig bestimmt ist, dass (0(gij)) ein
GL(V)-Cozykel fir E ist, wenn (g;;) ein G-Cozykel fiir P ist.

Beispiel 1.3.6. Sei M ein Mannigfaltigkeit. Aus der Definition von GL(M)
folgt sofort

GL(M) xC® Rr — 7pf,
d.h. GL(TM) = GL(M).
Definition 1.3.7 (Multilineare Biindelmorphismen). Seien Ej, ..., E,, F’
K-Vektorbiindel vom Rang my, ..., my,, m" auf der Basis B. Ein Biindelmor-

phismus
Fi xp---Xpk, — FE

heifst K-n-linear, falls es iiber einer offenen Uberdeckung (U;) von B definierte

linear kompatible lokale Trivialisierungen 77, 7/ von E;, E' gibt, so dass

i T
logo (th xg 1) Nb, fiy.. oy fr) = (b, wi(b)(f1,- .. ,fn))
fiir eine Abbildung ¢; : U; — Lg (K™, ... ,Km";Km/) ist. Hierbei sei
Lg(K™,... K™ K™) = {T : K™ x ... x K™ — K™ | T K-n-linear}.
Damit definieren wir
Lg(Er,...,Ep; E') == {T € Homp(Ey Xp - xp Ep, E') | T K-n-linear}.

Konstruktion 1.3.8 (Konstruktionen mit Vektorbiindeln). Seien Ej, Es
K-Vektorbiindel. Ein K-Vektorbiindel E heifst direkte Summe von E7 und

Es, falls es mit K-lineare Biindelmorphismen ¢; : F; — E versehen ist, so
dass fiir alle K-Vektorbiindel E’ die Abbildung

Lg(E;E') — Lg(E1; E') x Lg(E2; E') : o — (@ o 1,00 12)

bijektiv ist. Dann ist F eindeutig bis auf kanonischen Isomorphismus und
man schreibt Ey & Fy dafir.

Ein K-Vektorbiindel F heifst Tensorprodukt von Eq und Es, falls es mit
einem K-bilinearen Biindelmorphismus t : F; xg F» — E versehen ist, so
dass fiir jedes K-Vektorbiindel E’ die Abbildung

LK(E,E/) — LK(El,EQ;E/> tpr—pot



16 KAPITEL 1. PRINZIPALBUNDEL

bijektiv ist. Dann ist E eindeutig bis auf kanonischen Isomorphismus und
man schreibt Fy ® Eo dafiir.

Proposition 1.3.9. Seien E1, E5 K-Vektorbindel. Dann existieren E1 @ Eo
und F1 ® Eo. Als Faserbiindel gilt E1 ® Eo = E1 X E».

Sind (gfj), k = 1,2, GL-Cozyklen fir Ey, k = 1,2, so sind (gilj @g?j)
bzw. (gilj ® gfj) GL-Cozyklen fiir E1 & Fy bzw. E1 ® Fs.

Beweis. Aufgrund der Eindeutigkeit reicht es fiir die Existenz den Fall trivialer
Vektorbiindel zu betrachten. Aber es gilt

Lg(Bx Vi@ Vo, E') = Lg(B x Vi; E') x Lg(B x Vo3 E'),
sowie
LK(B x Vi ® Vo, El) = L]K(B x Vi, B x VQ;E/).
Es ist leicht, die Aussage iiber die Cozyklen nachzurechnen. O

Bemerkung 1.3.10. Indem man symmetrische bzw. alternierende multilineare
Abbildungen betrachtet, erhélt man fiir jedes K-Vektorbiindel E die symme-
trischen und &uReren Potenzen S*(E) und A*(E) mit GL-Cozyklen S*(gij)
bzw. /\k(gw) Betrachtet man fiir K = C antilineare Abbildungen, so erhélt
man das konjugierte Biindel F mit Cozykel g;;.

Korollar 1.3.11. Es gibt fiir jedes K-Vektorbiindel E einen bis auf Isomorphie
eindeutigen Funktor Homg (E1,-) : VBg(B) — VBk(B), so dass

Lyx(E ® E1; Ey) = Lg(E; Homg (Eq; E»))

fiir alle K-Vektorbindel E, Ey gilt. Man nennt Homg (FE1, F2) Homomorphis-
menbiindel. Es gilt I'(B, Homg (F1, E2)) = Lx(E1; E9).

Sind (gfj), k = 1,2, GL-Cozyklen fir Ey, so ist ein GL-Cozykel fiir
Homg (E1, E3) gegeben durch (gilj)lt’_1 ® gfj

Beweis. Es reicht, die Existenz zu zeigen. Sind E; = B x V;, so erfiillt
Homg (E1, E2) = B x Lg(V1; Va) die Voraussetzung. Es gilt

I'(B,Homg (E1, E7)) = Lx (K, Homg (E1, E2)) = L (E; E»).

Die weiteren Aussagen kann man lokal priifen. O

Beispiel 1.3.12. Ist E ein K-Vektorbiindel, so heiftt E* := Homg (F,K) das
duale Vektorbiindel. Es hat den Cozykel (g;;)b!.
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Beispiel 1.3.13. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und o die defi-
nierende Darstellung von GL,(R). Dann gilt

T*M = (TM)* = GL(M) xU® o* | AT*M =2 GL(M) xS () A (o),
TCIM = Q" (TM) @ @°(T*M) = GL(M) xS®) @ o ®° o*,
wobei T*) M das Biindel der (r, s)-Tensoren sei.

Definition 1.3.14. Sei F ein K-Vektorbiindel. Eine Bindelmetrik ist ein
Schnitt (-,-) € T'(B, (E ® E)*) = Lx(E,E"), so dass (-,-) nicht-ausgeartet
und symmetrisch (bzw. hermitesch) ist. Sie heifst positiv, falls (e, e) > 0 fiir
alle e € E\ 0.

Der folgende Umstand ist manchmal in Beweisen niitzlich.

Lemma 1.3.15. Sei E ein K-Vektorbiindel. Dann trigt E eine positive
Biindelmetrik. Insbesondere besitzt jede Mannigfaltigkeit eine Riemannsche
Struktur.

Beweis. Sei (U;) eine lokal endliche Uberdeckung von B, so dass E|y, linear
isomorph zu U; x K" ist. Sei (-, -); auf E|y, xp E|y, die Zuriickziehung von

(bv €1, 62) — (61|62)7

wobei (-|-) das Standardskalarprodukt ist. Dann ist (-, -); positiv.

Sei (x;) eine (U;) untergeordnete Teilung der Eins aus positiven Funk-
tionen. Setze (-,-) =Y. xi(-, );- Dann ist (-,-) positiv, also nicht-ausgeartet
und folglich eine Biindelmetrik. O

1.4 Reduktionen der Strukturgruppe

Wie wir gesehen haben, kann man in einem Prinzipalbiindel die Faser G durch
eine G-Mannigfaltigkeit ersetzen, um ein assoziiertes Biindel zu erhalten. Oft
ist es niitzlich, die Gruppe G durch eine andere zu ersetzen (z.B. durch eine
Untergruppe oder durch eine Gruppe, deren Quotient G ist). Dies fithrt auf
den Begriff der Reduktion.

Definition 1.4.1 (Reduktionen von Prinzipalbiindeln). Sei P — B ein G-
Prinzipalbiindel und ¢ : H — G ein Morphismus von Liegruppen. Dadurch
ist eine H-Rechtswirkung auf P erklart, durch

p-hi=p-p(h).

Eine ¢p-Reduktion von P ist ein H-&quivarianter Biindelmorphismus 9 :
@ — P, wobei Q — B ein H-Prinzipalbiindel ist.
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Wir werden weiter unten interessante Beispiele von Reduktionen sehen.
Ein triviales Beispiel ist wie folgt gegeben.
Beispiel 1.4.2. Sei ¢ : H — G ein Morphismus von Liegruppen. Dann sind
P = G und Q = H Prinzipalbiindel tiber der Basis G/G = H/H = * mit
Strukturgruppe G bzw. H und ¢ ist eine p-Reduktion von P.

Das Konzept der Reduktion ist deswegen so niitzlich, weil es ermdglicht,
das gleiche Faserbiindel durch verschiedene Daten als assoziiertes Biindel
auszudriicken, wie der folgende Satz zeigt.

Proposition 1.4.3. Sei P ein G-Prinzipalbiindel, o : H — G ein Morphis-
mus von Liegruppen und ¢ : Q — P eine p-Reduktion von P. Ist F' eine
G-Mannigfaltigkeit und o*(F) die gleiche Mannigfaltigkeit mit der induzierten
H-Wirkung, so ist die Abbildung

Q xH p*(F) — P xYF,

die durch ¢ X idp induziert ist, ein Bindelisomorphismus.
Ist F' ein K-Vektorraum und die G-Wirkung K-linear, so ist die ein
Isomorphismus von K- Vektorbiindeln.

Beweis. Qua Definition is ¢ x idp H-aquivariant, also ist durch ¥ X idg ein
Biindelmorphismus ¥ : Q x ¢*(F) — P x& F definiert.

Da G transitiv auf den Fasern von P wirkt, ist die Abbildung Q x F' —>
P x% F und folglich auch ¥ surjektiv. Sei nun

([(q, N]) = 2([(d", [)]),
dh. (¥(q) - 9,97 f) = (¥(¢), f') fiir ein g € G. Es folgt
mQ(q) = mr(¥(q)) = mp(¥(q) - 9) = Tr(¥(d)) = mq(d),
so dass ¢+ h = ¢ fiir ein h € H. Dann folgt

¥(a) -9 =) =1(q) - o(h),
also, da G frei wirkt, g = ¢(h). Dann ist aber

[(q, /)] =g h,o(h)~ - Ol =[(d, )]

Damit ist ¥ injektiv.

Um einzusehen, dass ¥ ein Biindelisomorphismus ist, reicht es den Fall
zu betrachten, dass Q = B x H und P = B x G ist. Aus der Aquivarianz
folgt, dass ¢ = idp X ¢ ist, also V =idpxp: B X FF — B x F.

Per Konstruktion ist ¥ linear, wenn F' ein Vektorraum und die Wirkung
von G linear ist. O
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Korollar 1.4.4. Ist Q eine ¢-Reduktion von P, so ist P = Q x G, wobei
H auf G durch h - g = p(h)g wirke. Man sagt, P sei eine Erweiterung von
Q. Insbesondere ist Q eine Untermannigfaltigkeit von P, falls ¢ injektiv ist.

Beweis. In Proposition 1.4.3 nehme man F' := G mit der G-Wirkung durch
Linkstranslationen. Dann gilt P x¢ G = P und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.4.5. Das Beispiel 1.4.2 zeigt, dass @ keine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit sein muss.

Abstrakt ldsst sich die Existenz von Reduktionen mit Hilfe von Cozyklen
charakterisieren.

Korollar 1.4.6. Sei P — B ein G-Prinzipalbiindel und ¢ : H — G ein
Morphismus von Liegruppen. Genau dann gibt es eine p-Reduktion von P,
wenn es einen H-Cozykel (hij) auf B gibt, so dass (¢(hi;)) ein G-Cozykel
fir P ist.

Beweis. Sei (h;j) ein H-Cozykel, so dass es einen G-dquivarianten Biindelatlas
7; : Ply, — U; x G gibt, so dass Gleichung (1.2.1) mit g;; = ¢(h;;) erfiillt ist.
Sei @ dass geméf Proposition 1.2.4 durch (h;;) definierte H-Prinzipalbiindel
auf der Basis B mit H-dquivariantem Biindelatlas (o : Q|y, — U; x H)
Nach Proposition 1.1.9 (ii) gibt es einen eindeutigen Biindelmorphismus

Y:Q — P, 7oy =(idy, x ¢)o o

Offensichtlich ist dieser H-dquivariant, also ist ) eine p-Reduktion von P.
Umgekehrt sei eine p-Reduktion ¢ : Q — P gegeben. Dann ist P =
Q xH G nach Korollar 1.4.4. Ist also (h;;) ein H-Cozykel fiir @, so ist nach
Proposition 1.3.2 €3, ein Cozykel des Faserbiindels P. Mit anderen Worten
ist ¢(hsj) ein G-Cozykel des G-Prinzipalbiindels P. O
Um Beispiele von Reduktionen zu finden, ist folgendes Kriterium niitzlich,
dass Teilmengen von Prinzipalbiindeln identifiziert, die Reduktionen sind.
Nach Korollar 1.4.4 sind alle Reduktionen fiir H C G von dieser Form.

Proposition 1.4.7. Sei P ein G-Prinzipalbiindel, H eine Lie-Untergruppe
von G und Q C P eine H-invariante Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ist g € G und sind e, e’ € Ey, fiir ein b € B, so dass e - g =€, so folgt
bereits g € H.

(ii) Fir alle b € B gibt es eine offene Umgebung U C B von b und einen
Schnitt s : U — P von P mit s(U) C Q.
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Dann besitzt Q) eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass es eine
Untermannigfaltigkeit und beziiglich der FEinschrinkung der Projektion von P
ein H-Prinzipalbiindel ist. Die Inklusionsabbildung Q — P ist eine Reduktion
von P bzgl. der Inklusion H C G.

Beweis. Sei (U;) eine offene Uberdeckung von B gegeben, mit lokalen Schnit-
ten s; : U; — P mit s;(U;) C Q. Sei (1; : Ply, — U; x G) der mit (s;)
vermoOge Bemerkung 1.2.2 (ii) assoziierte G-dquivariante Biindelatlas. Der
zugehorige G-Cozykel (gi;) ist durch

5j(b) = si(b) - gi;(b)

festgelegt und nimmt nach (i) Werte in H an. Analog induzieren die Ein-
schrankungen von s; H-dquivariante Bijektionen o; : Q|y, — U; x H. Diese,
sowie die induzierten Cozykel-Abbildungen h;; : U;; — H sind glatt, da
Lie-Untergruppen initiale Untermannigfaltigkeiten sind, vgl. Korollar A.1.13.

Gemék Proposition 1.2.4 gibt es ein bis auf kanonischen Isomorphismus
eindeutiges H-Prinzipalbiindel Q" mit H-dquivariantem Biindelatlas o}, sowie
einen Biindelmorphismus ¢ : Q" — P mit 7, 0 ¢ = o}. Dann ist ¢ H-
aquivariant und nimmt Werte in ( an, nach Konstruktion von 7;. Da H einfach
transitiv auf den @y, und Q) wirkt, ist ¢ : Q" — @ bijektiv und definiert auf
Q@ eine Mannigfaltigkeitsstruktur mit den gewiinschten Eigenschaften.

Diese Struktur ist eindeutig, da sie lokal festgelegt ist und Morphismen
von Prinzipalbiindeln Isomorphismen sind. O

Korollar 1.4.8. Sei E ein K- Vektorbindel vom Rang n. Dann ist E2 vermage
der Standarddarstellung von U, (K) auf K™ zu dem U, (K)-Prinzipalbiindel

{(b, V1,...,0p) € GL(E) ‘ V1, ..., orthonormal }

assoziiert. Dieses wird fir K = R bzw. fir K = C mit O(E) bzw. U(E)
bezeichnet.

Beweis. Definiere @ als die oben angegebene Teilmenge von GL(E). Sei
g € GL,(K) mit (g7 (v1),...,g7 (vn)) = (v},...,),), wobei (v;) eine Or-
thonormalbasis und (v}) eine Basis von Ej sei. Dann ist (v}) orthonormal
genau dann, wenn g € U, (K) ist. Damit ist @ invariant unter U, (K) und
Bedingung (i) von Proposition 1.4.7 erfiillt.

Um Bedingung (ii) zu iiberpriifen, sei (-,-) geméf Lemma 1.3.15 eine
positive Biindelmetrik auf E. Sei s : U — GL(E) ein lokaler Schnitt von
GL(E). Man schreibe

s(b) = (b,v1(b), ..., v,(b)).



1.4. REDUKTIONEN DER STRUKTURGRUPPE 21

Definiere (v}(b)) durch das Gram-Schmidt-Verfahren, d.h.

wl = e

vi1(b) = m”ﬁl(b) - ;@k(b)a Vj+1(b)) v (b).

Dann ist durch s'(b) = (b,v}(b),...,v,(b)) ein lokaler Schnitt s : U —

GL(FE) definiert, dessen Bild in @ liegt. Die Behauptung folgt aus Proposi-
tion 1.4.7 und Proposition 1.4.3. O

Korollar 1.4.9. Sei P ein G-Prinzipalbiindel und H C G eine Lie-Untergrup-
pe. Genau dann ist P auf H reduzierbar, wenn P x (G/H) = P/H einen
globalen Schnitt besitzt.

Beweis. Sei @) eine Reduktion von P. Dann folgt mit Korollar 1.4.4:
Px9G/H=Qx" G x¢G/H=Qx"G/H.

Die konstante Abbildung @ — G/H : g — H (die Nebenklasse von 1) ist
H-aquivariant und definiert nach Proposition 1.3.3 einen Schnitt.

Sei s € (B, P x% G/H) und ¢, € C*°(P,G/H)% die zugeordnete Abbil-
dung (loc. cit.). Definiere Q = 3 *(H). Aufgrund der Aquivarianz von ¢y
ist () invariant unter H. Seien p,p’ € Qp und g € G mit p- g = p’. Dann ist

H=pp)=psp-9) =g 'ps(p) =9 " H,

also g € H. Folglich ist Bedingung (i) von Proposition 1.4.7 erfiillt.

Sei b € B. Es gibt eine Umgebung V' C B von b mit einem lokalen Schnitt
t:V — Ply. Es gibt eine Umgebung U C G/H von ¢4(t(b)) mit einem
lokalen Schnitt o : U — G von G — G/H. Nach Verkleinerung von V'
kann man ¢4(t(V)) C U annehmen.

Definiere

r:V— P ) =tl) o(est®))).

Dann ist
ps(r() = @s(t(b) - (s (t(V)))) = (s (tV))) - s(t(V)) € H,

da o ein Schnitt von G — G/H ist. Damit ist 7(V) C @ und Bedingung
(ii) von Proposition 1.4.7 ist erfiillt. Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 1.4.10. Korollar 1.4.9 liefert einen neuen Beweis von Korollar 1.4.8:
Die Polarzerlegung liefert einen Diffeomorphismus

GL,(K)/U,(K) = Herm, (K) = RMA-D+dn(r=1/2 7 .— dimp K,

und jedes Faserbiindel, dessen Fasertyp RY ist, besitzt einen globalen Schnitt,
vgl. Proposition 1.1.11.

Auf die gleiche Weise zeigt man folgende Aussage: Sei G eine Liegruppe mit
endlich vielen Zusammenhangskomponenten. Dann besitzt G eine maximale
kompakte Untergruppe K (und all diese sind zueinander konjugiert) und
G/K ist diffeomorph zu einem RY. Folglich besitzt jedes G-Prinzipalbiindel
eine Reduktion auf K.



Kapitel 2

Zusammenhange in
Prinzipalbundeln

2.1 Zusammenhinge und Atiyah-Sequenz

Konstruktion 2.1.1 (Das vertikale Tangentialbiindel). Sei 7 : E — B ein
Faserbiindel. Wir definieren eine VE C T'E durch

VE :=kerTr.

Dies nennt man das vertikale Tangentialbiindel von E.

Das folgende Lemma folgt leicht aus dem Umstand, dass m und damit
auch T'm eine Submersion ist.

Lemma 2.1.2. Mit der Projektion mrg von TE ist VE ein R-Vektorbiindel
vom Rang dim F', wobei F' der Fasertyp von E sei. Fs gilt

T.Ep () 2 V. E

fir alle e € E, vermage der Tangentialabbildung von Er ) — E. Ist E ein
K- Vektorbiindel, so gilt VE = n*E.

Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen.

Lemma 2.1.3. Se:

0 E - . p_? g 0

eine kurze exakte Sequenz von Vektorbindeln. Dann sind die folgenden drei
Mengen linearer Biindelmorphismen in Bijektion:

23
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(i) Die der Isomorphismen s : E — E'©E", 7 = pyop und j = s Louy.

(ii) Die der Rechtsinversen q : E" — E von p, d.h. po ¢ =idgn.
(i) Die der Linksinversen k : E — E’ von j, d.h ko j =idg.
Die Bijektionen sind durch folgende Gleichungen definiert:
s=(kp), s =0a) (2.1.1)

Falls diese Mengen nicht leer sind, sagt man, die Sequenz spalte. Die Wahl
von q heifit ein Splitting von p oder von der Sequenz.

Definition 2.1.4 (Zusammenhénge). Sei 7 : E — B ein Faserbiindel. Ein
Splitting der Sequenz

0 VE 2 TE - 1" 2*TB —— 0 (2.1.2)

heitt Zusammenhang auf E. Genauer heiftt ein Rechtsinverses von T'w
bzw. sein Bild H Zusammenhang und das zugehorige Linksinverse A €
Lr(TE;VE) = QYE,VE) von j Zusammenhangs-1-Form.

Proposition 2.1.5. Jedes Faserbiindel besitzt einen Zusammenhang.
Dies folgt sofort aus dem folgenden Lemma.

Lemma 2.1.6. Jede kurze exakte Sequenz von K-Vektorbindeln spaltet.

Beweis. Sei E ein K-Vektorbiindel und E’ ein Unterbiindel. Nach Lem-
ma 1.3.15 trigt F eine Biindelmetrik. Es folgt £ = E’' @ E'" und die
Behauptung folgt aus Lemma 2.1.3. O

Definition 2.1.7 (Lineare Zusammenhénge und kovariante Ableitungen).
Sei m : E — B ein K-Vektorbiindel. Ein Zusammenhang H heiltt linear,
falls fiir alle A€ Kund py : £ — E : e — Xe gilt

Tux(H) C H.
Aquivalenterweise gilt fiir die Zusammenhangs-1-Form A:
AoTuy=TuyoA, ViekK.
Eine kovariante Ableitung sind K-lineare Abbildungen

V=Vy:I(UE)=0UE) — I'(UTM®E) = Q'(U, E),
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mit Vy = Vy|y fir alle offenen Mengen V' C U C M, so dass fiir alle lokalen
Schnitte s € T'(U, E) und alle Funktionen f € C*°(U,K) die Leibniz-Regel
gelte:

V(fs)=df @ s+ fVs.

Fiir ein (K-wertiges) Vektorfeld v definiert man V, = ¢, V. Dann gilt
va:fvva VU(fS) :U(f)$+fvv($).

Proposition 2.1.8. Sei 7w : E — B ein K-Vektorbiindel. Es gibt eine Bijek-
tion zwischen den linearen Zusammenhdngen und den kovarianten Ableitungen
auf E, gegeben durch

Vs:=pgoTs, Vsel(UE). (2.1.3)
Beweis. Sei V wie oben definiert. Dann gilt fiir alle v € T, B

(V(fs) (W) = pu,u, (To(f3) (V) = pr,g) (Thz,(1)(0) (5(0)) + (D) - Ti(s)(v))
= Tsv) 113, () (0) (PH, ) ((0))) + (D) - P, (Ths(v))
=(df ® s+ f-V(s))(b)(v),

so dass V eine kovariante Ableitung ist.

Umgekehrt definiert man H, fiir e € Ej, durch im Tps, wenn s € (U (b), E)
mit s(b) = e und Vs = 0 ist. Da ein Schnitt s eine Immersion ist, folgt, dass
H ein Vektorbiindel iiber U(b) und ein Zusammenhang ist. Entlang jedes
Pfads sind die Bedingungen an s ein Anfangswertproblem fiir ein gewohnliches
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, also ist s eindeutig dadurch
festgelegt. O

Definition 2.1.9 (Prinzipalzusammenhénge). Sei P ein G-Prinzipalbiindel.
Ein Prinzipalzusammenhang ist ein G-dquivarianter Zusammenhang.

Fiir die konkrete Beschreibung von Prinzipalzusammenhéngen ist folgen-
des Konzept niitzlich.

Definition 2.1.10 (Fundamentalvektorfelder). Sei a : M x G — M eine
Rechtswirkung der Liegruppe G auf der Mannigfaltigkeit M. Durch

d
av(f) = @ t:(]f O Qexp tv
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ist fiir v € g ein Vektorfeld auf M definiert, dass Fundamentalvektorfeld heifit.

Es gilt [ay, ay] = ajy ) fiir alle v,v" € g:
d 0?
a[v,v’}(f) = % SzoaAd(expsv)(v’) (f) = @ s:t:()f O Q(exp sv)(exp tv') (exp(—sv))
82
= st s:t:Of O Gexp(—sv) © Aexp(tv’) © Aexp(sv) = [av7 av/](f)'

Lemma 2.1.11. Sei P ein G-Prinzipalbiindel. Die Abbildung
p:g=Pxg—VP:(p,v)— ay(p),
st ein Biindelisomorphismus.

Beweis. Da die G-Wirkung a die Fasern erhélt, ist ¢ wohldefiniert. Da a frei
ist, ist ¢ injektiv. Aus Lemma 2.1.2 folgt, dass sie surjektiv ist. O

Korollar 2.1.12. Eine invariante 1-Form A € QY(P, g)% := Lg(TP; )% ist
Zusammenhangs-1-Form eines Prinzipalzusammenhangs genau dann, wenn
A(ay) = v fir alle v € g.

Sei G eine Liegruppe. Dann ist TG = G X g eine Liegruppe mit der
Verkniipfung

(g1,01) - (92, v2) = (9192, v1 + Ad(g; ") (v2))
Wirkt G von rechts auf P, so wirkt T'G von rechts auf T'P durch

up - (9,v) = Tpag(up + av(p)).

Proposition 2.1.13. Jeder Prinzipalzusammenhang auf P induziert einen
Zusammenhang auf den assoziierten Faserbindeln P xS F. Im Fall assoziierter
Vektorbiindel erhdlt man so lineare Zusammenhdnge.

Beweis. Sei E = P x% F und ¢ : P x F — E die kanonische Projek-
tion. Dann ist ¢ G-invariant und induziert eine T'G-invariante surjektive
Submersion To : TP x TF — TFE. Die induzierte Abbildung g = % :
TP xT¢ TF — TE ist eine Submersion und ein Morphismus von Vektor-
biindeln iiber E. Da der Rang von TP xT¢ TF gerade dim P+dim F —dim G
ist, folgt, dass 0 ein Isomorphismus ist.

Sei mp die Projektion von E. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

PxF 2. E=PxGF

[P |

P - B.
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Folglich ist Trgop: TP xT¢ TF — 75T B von T(7 o p1) induziert.
Somit induziert die kurze exakte Sequenz (2.1.2) das folgende kommutative
Diagramm von Vektorbiindeln iiber E, dessen Zeilen exakt sind:

0—— VPxT¢TF —— TP xT¢TF —— 75TB —— 0

§ §

0 VE TE 75 TB —— 0.

Ist A: TP — VP ein G-dquivariantes Linksinverses von VP — TP, so
ist die von A x id7r induzierte Abbildung offenbar ein Linksinverses A von
VE — TE.

Ist F' ein Vektorraum und die Wirkung von G linear, so definiert dies
die Zusammenhangs-1-Form eines linearen Zusammenhangs: Fiir alle A € K|
peEP, feF uel,P,velfF gilt

A Tl paa(w, v) = A B
[(Ap(w), M) | = Tpxpypir (A, py) (u, v)-

Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.14. Ist g : E — B ein Vektorbiindel, so ist jeder K-lineare
Zusammenhang von einem eindeutigen Prinzipalzusammenhang auf GL(E)
induziert: Die Zusammenhangs-1-Form A des linearen Zusammenhangs defi-
niert eine Abbildung

A TGL(E) — VGL(E) : ey, vp — Go(Uevr,..vp )5

wobei v € gl,,(K) die Matrix bzgl. (v;) der linearen Abbildung A, : T.E —
VeE C T E sei. Dies liefert einen Prinzipalzusammenhang, der den linearen
induziert.

Proposition 2.1.15 (Atiyah-Sequenz). Sei P ein G-Prinzipalbiindel. Es gibt
eine kurze exakte Sequenz von R-Vektorbiindeln

0—— Ad(P) = P xCg 2 At(P) == (TP)/)G — '~ TB 0,

(2.1.4)
wobei n == Tw. Das Vektorbindel At(P) heiffit Atiyah-Biindel.
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Beweis. Aus der Definition von VE und Lemma 2.1.11 haben wir eine kurze
exakte Sequenz

0— > Pxg—2>TP -1, m*TB— 0. (2.1.5)
Es gilt apq(g)(v) = T'ag-1 0 ay o ag, also

o(p-g,Ad(g™")(v)) = anag-1)w) (P - 9) = Tag(e(p,v))

Folglich ist ¢ Aquivariant, so dass es nach Ubergang zum Quotienten nach G
eine induzierte Sequenz wie in der Behauptung gibt. Sie ist exakt, weil dies
faserweise zu priifen ist, wo wir die Exaktheit bereits bewiesen haben.  [J

Korollar 2.1.16. Es g¢ibt eine Bijektion zwischen Prinzipalzusammenhdngen
und Splittings D von n aus (2.1.4).

Im Beweis benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.1.17. Seip: E — P ein G-aquivariantes Vektorbiindel, d.h. R-
Vektorbindel mit einer linearen G-Rechtswirkung auf E, so dass p G-dquivariant
ist. Dann gibt es einen natirlichen Isomorphismus

p"(E/G) =P xp(E/G)=E
als G-dquivariante Vektorbiindel, wobei G auf p*(E/G) wie folgt wirke:
(p,[v]) - g:=(p-g,[v]).
Beweis. Die Abbildung
Y E— 71" (E/G) =P xp(E/G) :v+— (p(v), [v])

ist ein linearer Blindelmorphismus, also ein Isomorphismus, da dies faserweise
der Fall ist. Die G-Aquivarianz folgt aus

Pv-g) = (p(v-g),[v-g]) = (pv) - g,[v]) = P(v) - g.
Dies zeigt die Behauptung. O

Beweis von Korollar 2.1.16. Offensichtlich induzieren G-dquivariante Split-
tings von (2.1.5) Splittings von (2.1.4). Nach Lemma 2.1.17 gilt auch die
Umkehrung. O



2.1. ZUSAMMENHANGE UND ATIYAH-SEQUENZ 29

Korollar 2.1.18. Jedes Prinzipalbiindel besitzt einen Prinzipalzusammen-
hang.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 2.1.16 und Lemma 2.1.6. O

Beispiel 2.1.19. Betrachte G als ein Prinzipalbiindel {iber dem Punkt B =
G/G = *, wobei G durch Rechtstranslationen wirke. Da TB =0, ist VG =
TG und ¢ : g — T'G ein Isomorphismus. Die eindeutige Zusammenhangs-1-
Form wg € Q'(G, g) (fiir diese Wahl der Wirkung) ist gegeben durch

wa(Ry) =v, Yov€g,

da das Fundamentalvektorfeld fiir die Wirkung durch Rechtstranslationen
gerade das durch v definierte linksinvariante Vektorfeld ist. Man nennt wg
die Maurer-Cartan-Form.

Allgemeiner sei P = B x G trivial. Dann ist At(P) = TB x g und 7 die
Projektion auf den ersten Faktor. Es definiert (idrpg,0) : TB — At(P) ein
Splitting von 7. Nach Korollar 2.1.16 ist dadurch eine Zusammenhangs-1-Form
A definiert. Explizit ist

A:TP=TBxTG —g

die Projektion auf T'G, gefolgt von wg.

Beispiel 2.1.20. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe und betrachte
G — G/H als H-Prinzipalbiindel. Die Atiyah-Sequenz (2.1.4) hat die Form

0——>Gxy——axg—"08T(G/H) — 0,

dh. T(G/H) = G xH (g/b). Insbesondere existiert ein G-dquivariantes
Splitting genau dann, wenn es ein H-aquivariantes Splitting der exakten
Sequenz

0 b g a/b 0

gibt. Dies ist nach Lemma 2.1.3 genau dann der Fall, wenn g als H-Modul in
eine direkte Summe g = f & m zerfillt. Jede solche Zerlegung definiert einen
G-invarianten Prinzipalzusammenhang bzw. eine G-dquivariante Zusammen-
hangs-1-Form auf G/H.

Homogene Raume, die diese Voraussetzung erfiillen, heiffen reduktiv. Bei-
spiele sind: H ist kompakt oder H ist offen in der Fixgruppe einer Involution
von G (symmetrische Rédume).



30 KAPITEL 2. ZUSAMMENHANGE IN PRINZIPALBUNDELN

Beispiel 2.1.21. Als Spezialfall von Beispiel 2.1.20 betrachten die Hopf-
Faserung aus Beispiel 1.2.8. Der Totalraum ist G = SU(2) = S? und die
Strukturgruppe ist H = U(1), eingebettet in G vermoge

'_>u0
U 0 @)

Betrachtet man die Involution 8 von G, gegeben durch

1 0
0(g) =1Igl, I:=o0,:= <0 _1>

so ist H die Fixgruppe von 6.
Es ist G/H = S?, wie wir gesehen haben: Die Linkswirkung von G auf
S? = CP! hat in homogenen Koordinaten die Form

b _
(_ab a) lz0 2] = [azo + bz ¢ —bz —1—621],

mit Isotropiegruppe H an [0 : 1].
Die Liealgebra g = su(2) von G besteht aus den Matrizen

(a b), a€iR,beC.
-b @

Die Liealgebra b = u(1) ist als die Unteralgebra dieser Matrizen mit b = 0
realisiert.

Das Differential von € ist durch die gleiche Formel gegeben. Der (+41)-
Eigenraum ist h. Der (—1)-Eigenraum p besteht aus den Matrizen

0 b
<—b 0>, beC,

und ist H-invariant, da 6 o Ad(h) = Ad(h) o @ fir alle h € H. Nach Bei-
spiel 2.1.20 definiert diese Wahl eine SU(2)-invariante Zusammenhangs-1-
Form des U(1)-Prinzipalbiindels S! — §* — S§?, das durch die Hopf-
Faserung gegeben ist.

Eine Basis von g = su(2) ist gegeben durch

. 0 1 . 0 1 . 1 0
iog = |, 0/ oy = _4 0l 10, = 0 —i)

Diese erzeugen Einparametergruppen exp(tio, Jy /Z), gegeben durch

cost isint cost sint et 0
isint cost )’ —sint cost)’ 0 eit)”
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Durch Auswertung von % } =09 €xp(toy/y ) erhilt man eine Basis von links-
invarianten Vektorfeldern

0 -0
Ly, =ib— +ia— —ia—= — ib—,
- Z8a+m8b zaa Zf)a
0 0 g -0
Ligy = —bg-+as +a— — b,
y b8a+a8b+aab baa
0 -0 0
Lio— =ia— — bi bi - .777,
=% P T e aa
in Termen der durch die Inklusion SU(2) = S(C?) — C? induzierten Koor-
dinaten a, b, @, b. Die oben definierte invariante Zusammenhangs-1-Form hat

also die Form
A(Lio,) = A(Lis,) =0, A(Lis.) = i0-.
In Koordinaten erhélt man
24 =ada —ada—bdb+ bdb,

wenn man ¢R mit h vermdge a — (&2) identifiziert. (NB: In [4] ist hier ein
Vorzeichenfehler.)

2.2 Der Raum aller Zusammenhange

Konstruktion 2.2.1 (Das Biindel aller G-Zusammenhénge). Fiir jedes
Vektorbiindel £ — B schreiben wir

QY (F) .= Homg(TB,E) = E®T*B

fiir das Vektorbiindel der 1-Formen mit Werten in F.
Sei P ein G-Prinzipalbiindel. Durch Anwendung dieser Konstruktion auf
die Atiyah-Sequenz (2.1.4) erhalten wir eine kurze exakte Sequenz

0 —— Q1 (Ad(P)) —— Q1 (A(P)) 2 Endg(TB) —— 0.

Sei Cp == Q(n)~!(idrp). Mit der Projektion § : Cp — B, die von Q! (At(P))
induziert wird, heiftt Cp das Biindel der Prinzipalzusammenhdnge.

Definition 2.2.2 (Affine Biindel). Ein affines Biindel E — B, modelliert
auf einem R-Vektorbiindel V' — B ist ein Faserbiindel der Faserdimension 7,
so dass die Fasern Ej, die affinen Rdume modelliert auf V}, sind und E einen
Biindelatlas besitzt, dessen Cozykel zu einem Cozykel mit Werten in Aff(n) =
GL(n,R) x R™ assoziiert ist. Ebenso definiert man affine Biindelmorphismen.
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Proposition 2.2.3. Der Raum Cp mit der Projektion § : Cp — B trigt eine
eindeutige affine Bindelstruktur, so dass fir jeden Prinzipalzusammenhang

q:TB — At(P) die Abbildung
Yy : QYB,Ad(P)) — Cp:h+— h+q

ein affiner Biindelisomorphismus ist.
Die globalen Schnitte von Cp sind natirlich bijektiv zu den Prinzipalzusam-
menhdngen auf P.

Beweis. Da Ty eine surjektive Submersion ist, ist Cp eine abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit von At(P). Es gilt

['(B, QY (At(P))) = Lr(T B; At(P)) = Q' (B, At(P)).

Ein globaler Schnitt von 4 ist also ein linearer Biindelmorphismus D : TB —
At(P), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

TB —2 At(P)

|

TB.

Aus Korollar 2.1.16 folgt, dass die Schnitte von § gerade die Prinzipalzusam-
menhénge auf P sind.

Sei g gegeben. Dann ist n o (h + q) = idyp. Ist umgekehrt ¢’ ein lokaler
Schnitt von Cp, d.h. ein Prinzipalzusammenhang auf P|y fiir ein offenes U,
so gilt no (¢ —¢') =0 auf TB|y, also ¢ — ¢’ € Lg(TB|y; Ad(P)|r). Damit
ist 14 eine Bijektion und definiert eine affine Biindelstruktur auf Cp.

Ist ¢’ ein weiterer Prinzipalzusammenhang auf P, so gilt

gt o g(h) =g —dq +h,

was ein affine Biindelautomorphismus von Q'(B,Ad(P)) ist. Es folgt die
Behauptung. O

Korollar 2.2.4. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus
§s*Q(B,Ad(P)) — VCp

von R-Vektorbiindeln.
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Beweis. Die additive Gruppe von Q! (B, Ad(P)), wirkt durch Translationen
auf (Cp)p und die Wirkungsabbildung liefert den Isomorphismus. O

Korollar 2.2.5. Das affine Biindel Cp ist ein affines Unterbiindel von
OL(B, At(P)).

Beweis. Ist g ein Prinzipalzusammenhang auf P, so ist 1, die Einschrankung
des affinen Automorphismus a — a + ¢ von Q(B, At(P)). O

Korollar 2.2.6. Der Raum aller Prinzipalzusammenhdnge auf P ist ein
affiner Raum modelliert auf Q' (B, Ad(P)).

2.3 Paralleltransport
Sei A die Zusammenhangs-1-Form eines Prinzipalzusammenhangs auf P.

Definition 2.3.1. Ein Vektorfeld v auf P heift horizontal, falls A(v) = 0.
Es heiltt horizontaler Lift des Vektorfelds v auf B, falls Tw ov = u o 7 gilt.

Proposition 2.3.2. FEs gilt eine Bijektion zwischen rechts-invarianten ho-
rizontalen Vektorfeldern auf P und den Vektorfeldern auf B, gegeben durch
den horizontalen Lift u — up. Es gilt

(ur +ug)p = (w1)p + (u2)p, (fu)p = (fomup, [u1,us]p = prylu,us]

Ist v' € g und v horizontal, so ist [a,,v] horizontal. Fiir jedes Vektorfeld u
auf B gilt [ay,up] =0

Beweis. Die rechts-invarianten Schnitte von P sind in Bijektion zu den
Schnitten von At(P). Der Kern von A auf At(P) ist isomorph zu T'B. Dies
zeigt die Existenz der Bijektion.

Die Gleichungen folgen leicht aus Tm o up = w o 7. Ist v horizontal, so
ist [a,,v] horizontal, da A dquivariant ist. Aus der Invarianz von up folgt
[ay,up] = 0. O

Definition 2.3.3. Sei v : I — B ein stiickweise glatter Weg. Ein horizonta-
ler Lift vp : I — P ist ein stilickweise glatter Weg mit m o yp = 7, so dass
4p horizontal ist.

Proposition 2.3.4. Sei vy ein Weg, to € I und p € (v*P)y,. Dann existiert
genau ein horizontaler Lift vp mit vp(tg) = p.
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Beweis. Da P lokal trivial ist, existiert ein Weg av: [ — P, a(tp) = p mit
moa =r. Gesucht ist g : I — G, g(tg) = 1 mit yp := « - g horizontal, d.h.

0= Ay, 0)(7P(1) = Aawyg) (Tan a9y &(t) + az, 1, 1o (@) - 9(t)))
= Ad(g(t) ") (A((t)) + Ty Lyy-19(2).

Dieses AWP hat eine eindeutige Losung. O

Konstruktion 2.3.5 (Paralleltransport). Sei vy : [0,1] — B ein stiickweise
glatter Weg. Die Abbildung

P (v*P)o — (' P)

definiert durch
A
P’y (p) = '7%(1)3
wobei 7%, der eindeutige horizontale Lift von v mit v(0) = p sei, heifit
Paralleltransport entlang .

Proposition 2.3.6. FEs gilt

A A | pA A A .
P’Yl'72 = P’Yl o P'yQa P’}’7 o P’Y = ld(’Y*P)o

Insbesondere ist PWA ein Diffeomorphismus.

Beweis. Die Losungen von AWP héngen glatt von ihren Anfangsbedingungen
ab. Daher ist Pf glatt. Es reicht daher, die zwei Gleichungen zu zeigen.
Offenbar ist

7o ((v1)p(12)p) = (M172) o 7.

Es reicht also zu zeigen, dass % horizontal ist, wenn v := (1) p(y2)p. Es gilt
aber

A() = {2@1) p(21), falls 2
2

2("}/2)p(2t - 1), falls

Dies zeigt die erste Gleichung. Analog zeigt man, dass Pﬁw = id(y+p),s
woraus die zweite folgt.

Korollar 2.3.7. Sei E = P x% V ein assoziiertes (Vektor-)Biindel und
v ein stickweise glatter Weg in B. Dann induziert P,f einen (linearen)
Isomorphismus

P (Y E)y — (VB : [p, o] — [P (p), v].
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2.4 Krimmung

Im folgenden sei 7 : P — B ein G-Prinzipalbiindel und E := P x¢ V ein
beziiglich der Darstellung o : G — GL(V') assoziiertes K-Vektorbiindel. Die
entsprechende Liealgebra-Darstellung wird mit o4 : g — gl(V') notiert.

Definition 2.4.1. Sei w € QF(P, V) heifit horizontal, falls 1w = 0 fiir jedes
vertikale Vektorfeld v. Falls w horizontal und G-invariant ist, so sagt man, w

sei basisch. Die Menge der basischen k-Formen wird Q’lfa s(P, V) notiert.

Proposition 2.4.2. Es ist gibt einen kanonischen Isomorphismus

QF (PV)=Z OB, E): a— ap.

bas
Beweis. Fiir k = 0 ist dies Proposition 1.3.3. Es gilt dhnlich
QFP,V)E =D(P,\"T*P @ V)¢ =T'(B, \* At(P)* ® E),

da TP/G = At(P) und V /G = E. Die basischen k-Formen entsprechen
Schnitten von

Anny pjg N¥AL(P)* @ E = Annpgpy A" At(P)* @ E= N*T*B® E,
d.h. k-Formen in Q*(B, E). O

Im folgenden sei A die Zusammenhangs-1-Form eines Prinzipalzusam-
menhangs auf P und V4 die nach Proposition 2.1.8 und Proposition 2.1.13
assoziierte kovariante Ableitung auf F.

Konstruktion 2.4.3. Wir definieren eine Fortsetzung
vA: KB, E) — Q*Y(B, E)
durch die graduierte Leibnizregel
VA a®e) =da®e+ (—1)fan Vi(e).

D.h., es gilt
[Vf, aA(=)] =wdaN(-)

fiir alle o € QF(B, E), wobei [+, -] der graduierte Kommutator von Endomor-
phismen von Q°(B, E) sei.
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Definition 2.4.4 (Kriimmungsform eines Prinzipalzusammenhangs). Wir
definieren F4 € Q2 (P, g) durch

bas
FA=dA+ 1A, A,
wobei
[a®@u,f@v]=anBeu,v]

fir alle a, B € Q*(P), u,v € g.
Die Form F'4 heifit Krimmung von A. Der Zusammenhang A heit flach,

falls FA4 = 0 gilt. Der assoziierte lineare Zusammenhang auf F heift flach,
falls gg(F'4) = 0 gilt.

Proposition 2.4.5. Die Kriimmungform ist wohldefiniert. Fiir die assoziierte
2-Form R4 = (FA)g € Q*(B,Ad(P)) gilt:
RA(u,v) A (=) = [V, Vil = Vi, (2.4.1)

[u,v]

fiir alle Vektorfelder u,v auf B, wobei fir alle o € QF(M,Ad(P)) und
B € QYM,E) die Form a A B € Q¥4 B, E) definiert sei durch

(@A B)(vr,...) = > e(@)og((vo(r)s - -+ Vo)) (BWs(ht1),---))

oESk
mit

Spp={0 € Spre|o(1) <+ <ok),ok+1)<---<olk+10)}.
Lemma 2.4.6. Es gilt fir alle e € T'(B, E):

(d+A)pe)p = Ve
Folglich ist fiir alle u € Ty B:
Vi (e)(p) = [p.up(pe) )],

wobei up der horizontale Lift ist.

Beweis. Firv e g, pe P gilt
(doe + Alpe))(av(p)) = 0,
da ¢, invariant ist. Ist v € H,,, so gilt
(dipe + Alpe))(v) = Tp(e) (v),
da A,(v) = 0. Es folgt also fiir alle v € T),P
[, ((d+ A)pe)(0)] = [P, prag, (Tppe(v))] = (VAe) Ty (v)).
Nach (2.1.3) und Proposition 2.1.13 folgt die Behauptung. O
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Beweis von Proposition 2.4.5. Es gilt fir u € g

w(dA + 3[A, A]) = Lo(A) — diy(A) + [u, A]
=Ly(A) —du+ [u, A] = L, (A) + [u, A] =0,
also ist dA + 1[A, A] horizontal und folglich basisch.
Sei R4 : QF(B, E) — QF2(M, E) definiert durch
RY(u,v) = [V, V] = Vigu- (2.4.2)

Es gilt fir alle Funktionen f auf B:
[RA(u,v), f] = [V, [V 1] = [V Vi £l = [u,v](f) = 0.

Da R4 alternierend ist, ist R? folglich durch Multiplikation mit einer 2-Form
gegeben. Aus Lemma 2.4.6 folgt fiir beliebige Vektorfelder u,v auf B und
Schnitte e € I'(B, E):

(RA(u, v)e)((p)) = [p ([up, vp] — [, 0]p) (00 (9)]
= [p. 0g([u, v]p = [up,vp])(@e(p))]-
Andererseits gilt fiir horizontale Vektorfelder u, v auf P:
FA(u,v) = 1yt (dA+ A, A]) = tu(dA) + [A(u), A(v)]
= u(A(v)) —v(A(u)) — A([u, v])
= —A([u, v]) = pry([u, v]) = [u,v].

Insbesondere erhélt man fiir up, vp gerade R4 (u,v), d.h. es gilt R4 = (F4)p,
wie behauptet. ]

Korollar 2.4.7. Es gilt (d + A)? = (Fa) A (=) und
(V)2 =RAA (=) = (FNp A (-).
Insbesondere ist (Q*(B, E),V4) genau dann ein Komplex, wenn der zu A
assoziierte Zusammenhang auf E flach ist.
Beweis. Es gilt a € QF (P, V):

(d+APa=(doA+Aod+ Ao A)a=(dA+ LA A)ANa=F*ra.

Es folgt
(VM2 (ap) = (d+ A)’a)p = (F)p A asp,

also die Behauptung. d
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Proposition 2.4.8. Die Kriimmungsformen F* und R geniigen der Bianchi-
Identitat:
(d+AFA =0, VARA=0.

Beweis. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Ubergang von basi-
schen Formen mit Werten in g zu Differentialformen auf B mit Werten in
Ad(P) (Lemma 2.4.6). Zum Beweis der ersten Gleichung beachte man:

d(dA) =0, [A,[A A]] = —[[A Al A] = —[A,[A,A]] - [A,[A, A]] = 0,
[A7 dA] = _[dA7 A]a
wie aus einfachen Gradiiberlegungen folgt. Damit ergibt sich
(d+ A)F* = 1d[A, A + [A,dA] = 3[dA, A] — LA, dA] + [A,dA] =0,

also die Behauptung. O

2.5 FEichtransformationen

Sei m : P — B ein G-Prinzipalbiindel.

Definition 2.5.1. Ein Biindelautomorphismus o : P — P heifst Eichtrans-
formation, falls G-dquivariant, d.h. falls er ein Automorphismus von G-
Prinzipalbiindeln ist. Die Gruppe aller solcher Eichtransformationen (Eng-
lisch: gauge transformations) heifst Eichgruppe (gauge group) und bezeichnen
wir mit Gau(P).

Proposition 2.5.2. Sei c : G x G — G, c(g,h) = ghg™!, die Kon-
jugationswirkung von G auf G und cg(P) = P x%°¢G. Es existiert ein
Gruppenisomorphismus

['(B,cq(P)) = C®(P,G)%¢ — Gau(P),

gegeben durch o¢(p) = p- f(p) fiir alle f € C*®(P,G)%*. Die Umkehrabbildung
wird o — g, notiert.

Beweis. Es gilt m(of(p)) = n(p- f(p)) = 7(p) und
oip-9)=p-9f(p-9)9 9= fp)-9=0s) g,
also ist oy € Gau(P). Weiter ist

or(op(p) = (p- f2(p)) -
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also ist durch f — o ein Gruppenmorphismus C*(P,G)¢ — Gau(P)
wohldefiniert.
Die Umkehrabbildung ist gegeben durch g, € C®(P, G)%*,

P-9-(p) =0o(p), VpeEP,

fir alle 0 € Gau(P). Da G einfach transitiv auf Fasern wirkt, ist f, dadurch
eindeutig bestimmt, und in lokalen Trivialisierungen sieht man ein, dass f,
glatt ist. Weiter gilt

-1 -1

P-99:(p-9)g =0op-9)-9 =0(p)=p-9:(p),
also ist g, in der Tat dquivariant. Dies zeigt die Behauptung. O

Proposition 2.5.3. Sei A die Zusammenhangs-1-Form eines Prinzipalzu-
sammenhangs auf P und f, € Gau(P). Es gilt:

(i) Die zuriickgezogene Form o*(A) ist die Zusammenhangs-1-Form eines
Prinzipalzusammenhangs und es gilt

o*(4) = Ad(g;")(A) + g5 (wa).

(ii) Es gilt fir alle Wege ~:
UOP,‘YT*(A) = Pf oo, (d+o0"(A))oc*=0"0(d+ A),
F7(A) = o*(F?) = Ad(g, ") (F?).
Beweis. Da o dquivariant ist, ist dies auch 0*(A). Es gilt

7" (A)p(av(p)) = Ag(p)(Tpo(a(p))) = Ao(p)(av(a(p))) = v,

also ist 0*(A) die Zusammenhangs-1-Form eines Prinzipalzusammenhangs.
Sei v : (—e,e) — P mit y(0) = p und §(0) = v € T,P. Dann gilt

0 0
= 5l 7 v =5

= Tpge (p) (V) + (1 (L, ()T (90) () (T (P))

Tyo(v) gy (V(1))

und folglich

" (A)p(v)

Ay Tpo(v) = Ad(go(p) ") (Ap(v) + (T1(Lg, () Tp(9e) (v)
(Ad(g, ") (A) + 0" (wa)),(v).
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Dies zeigt die Behauptung von Teil (i).
Fiir (ii) beachte man

o' (d+A)a=do*a+[c"(A),c"(a)].

Dies zeigt die zweite Gleichung. Es folgt F7 (4 = o*(F4) mit Korollar 2.4.7.
Weiter ist F7 (4 basisch, also

Fz?*(A) (7}7 w) = Fcr(p) (TPU(U)’ Tpa(w))
= Fllp) (Totg, () (), Tyag, ;) (w)) = Ad(ge (p) ") (F;} (v, w)),

was die dritte Gleichung zeigt.

Fir die erste beachte man, dass das horizontale Biindel ker(c*A) von A

gerade To~!(ker A) ist. Daraus folgt o o ’y?:p(A) =5 o(p) nd

o (PT D () = (0077 M)(1) =18 1) (1) = P ().

Dies zeigt die Behauptung. O

2.6 U(1)-Prinzipalzusammenhénge

Im folgenden betrachten wir die Liegruppe G = U(1) und ein G-Prinzipalbiindel
m: P — B.

Proposition 2.6.1. Die Faserbiindel cq(P) und Ad(P) sind trivial. Es ist
Gau(P) = C*(B,U(1)) und der Raum I'(B,Cp) aller Prinzipalzusammen-
hinge von P ein affiner Raum auf Q'(B,u(1)) = QY(B,iR).

Beweis. Da G Abelsch ist, sind die Konjugationswirkung ¢ und die adjungierte
Wirkung Ad von G trivial. Es folgt

cq(P) =P xYMeU(1) = B x U(1),
Ad(P) = P xVMAd (1) = B x u(1).

Daraus folgt, unter der Verwendung von Proposition 2.5.3, Proposition 2.2.3,
sowie Korollar 2.2.6, dass

Gau(P) 2 I'(B, cy(y(P)) = C*(B,U(1)),
I'(B,Cp) = QY (B,Ad(P)) = QY (B, u(1)),

wobei der erste Isomorphismus einer von Gruppen und der zweite affin ist. [
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Korollar 2.6.2. Sei z die Finschrinkung der Standardkoordinate von C auf
U(1). Dann gilt wy(1y = 2z~ Ydz. Insbesondere gilt fiir alle g € C®(B,U(1))
und die zugehdrige Eichtransformation o4 € Gau(P):

0,(A)=A+ g tdg,

fiir jede Prinzipalzusammenhangs-1-Form auf P.

Beweis. Sei v = i € u(1l) der Standarderzeuger der Rotationen auf U(1).
Dann gilt R,(e?) = TyL.0(v) = €?i, wenn man T,isU(1) C T,isC = C
auffasst. Damit folgt

i =v=wy()().
Andererseits ist

dz(Ry)(e?) = ie®,
also folgt die erste Behauptung. Aus Proposition 2.5.3 (i) folgt weiter

or(A) = Ad(g7")(A) + ¢* (wuq)) = A+ g 'dg,

also die Behauptung. O

Theorem 2.6.3. Sei A eine Prinzipalzusammenhangs-1-Form auf P. Durch
c1(P) = [LFA} c H2(B,R)
27

ist eine von A unabhdngige Cohomologieklasse, die erste Chernklasse von P,
definiert.

Ist w ein Reprdisentant der ersten Chernklasse von P, so gilt w = %FA
fiir eine bis auf geschlossene 1-Formen eindeutige Prinzipalzusammenhangs-
1-Form A schreiben. Ist B einfach zusammenhdngend, so ist A eindeutig bis
auf Fichtransformationen.

Beweis. Sei A Prinzipalzusammenhangs-1-Form auf P. Fiir die Kriimmungs-
form F4 gilt qua Definition

FA=dA+ 1[A, A] = dA,

da g = u(1) Abelsch ist. Folgt ist F4 exakt, insbesondere geschlossen. Weiter
ist 5= F4 reell, so dass die Cohomologieklasse c;(P) Sinn macht.
Ist A’ eine weitere Prinzipalzusammenhangs-1-Form, so gilt

a=A-A cQY(B,iR)
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Abbildung 2.1: Der Aharonov-Bohm-Effekt (nach [10])

Y

P O Solenoid
T

geméfs Proposition 2.6.1. Folglich ist
FA—FA = dA - dA' = da

und ¢;(P) ist in der Tat von der Wahl von A unabhéngig.

Umgekehrt sei w ein Représentant von ¢1(P), so dass w = iF A+ do fiir
ein a € Q'(B,R), so dass w = #FA/ mit A" == A — 2mia gilt.

Gelte nun —27iw = FA = FA'. Dann folgt dA = dA’, d.h. die 1-Form
a = A’ — Aist geschlossen. Ist B einfach zusammenhingend, so gilt —ia = dh
fiir eine reellwertige Funktion h. Sei g := e* € C>(B, U(1)). Dann gilt

oi(A)=A+gldg=A+a=A.

Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 2.6.4 (Aharonov-Bohm-Effekt). Sei F' der elektromagnetische Feld-
tensor. Die Maxwell-Gleichungen implizieren dF' = 0. Lokal ist F' exakt,
d.h. F = FA = dA. Das Magnetfeld sei konstant in der Zeit, so dass wir in
R3 arbeiten kénnen.

Der Versuchsaufbau sei in der Abbildung 2.6.4 dargestellt. Ein Elektronen-
strahl wird von links kommend an einer unendlich langen Spule (idealisiert
als ein Strahl mit verschwindendem Radius), die senkrecht zur Projektione-
bene verlduft, vorbeigeschickt. Durch eine geschlitzte Ebene S nehmen die
Elektronen verschiedene Trajektorien. An einem Referenzpunkt P werden
die sich ergebenden Interferenzmuster beobachtet.
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Essei B=TR3\ (0 x 0 x R) und

1
wobei r = y/22 + y2 der Abstand zur Spule sei und ¢ der magnetische Fluss
im Inneren der Schleife v := 7;;7; in Einheiten von e. Es gilt F' = 0, aber A
ist nicht konstant.

Seien 97, ¥ die Wellenfunktionen von Elektronen, die im Fall von A = 0
entlang Wegen v, vrr verlaufen. Sei P = B x U(1) das triviale U(1)-Biindel.
Es sei E das beztiglich der Standarddarstellung von U(1) auf C assoziierte
(triviale) Geradenbiindel. Dann sind 1), Schnitte von E.

Fiir “angeschaltetes” Magnetfeld A # 0 wie oben seien die entsprechenden
Wellenfunktionen 2. Am Punkt g = e (to) ist

A _ pA
w. (q) - P’Y"[O,to] (w.)
Dann gilt
U@ +vir(Q) = Py, (P (r(P) + 11 (P)),

d.h. die Superposition q/)f‘ +@Z;fl (das neue Interferenzmuster) ist nicht einfach
die Eichtransformation des Interferenzmusters fiir A = 0, obwohl F' = 0.

Um dies zu quantifizieren, reicht es, alle Biindel auf B = v ~ S! einzu-
schranken. Hier gilt

]
A= %gb de.
Ein Schnitt v ist parallel (V44 = 0) genau dann, wenn
1
dyp = —%@Z) de.

Eine Losung dieser Gleichung ist ¢ = e~ %/27_ Es ergibt sich leicht, dass der
Paralleltransport Pf durch Multiplikation mit e~*® gegeben ist.

Insbesondere beobachtet man das eichdquivalente Interferenzmuster fiir
Gesamtfliisse ¢ = ¢’ (27Z).
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Kapitel 3

Chern-Weil-Theorie

3.1 Der Chern-Weil-Homomorphismus

Der Chern-Weil-Homomorphismus ordnet einem invarianten Polynom eine
Cohomologieklasse von B zu, die nur von einem Prinzipalbiindel iiber B
abhangt. Um mit Polynomen sinnvoll arbeiten zu kénnen, benétigen wir
folgende elementare Beobachtung.

Proposition 3.1.1 (Polarisationsidentitét). Seien U,V Vektorrdume iber K,

n € N. Sei K[U,V],, der Raum der n-homogenen Abbildungen U — V und

S™U*,V) der Raum der symmetrischen n-linearen Abbildungen U™ — V.
Es gibt einen linearen Isomorphismus o : S™(U, V) — K[U, V],,

wobei n = {1,...,n}.
Beweis. Es gilt 0 o7 =id, da
" /n
—1)"n! = —k)"™.
(-1al =32 (1)

Fiir den Beweis von 7 o 0 = id sei zunachst U = V = A eine kommutative
Algebra und w die n-fache Multiplikation der Algebra. Dann gilt p(w)(u) = u™.

45
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Die rechte Seite von (3.1.1) ergibt sich zu

n

n : 1 - m m
Sy Y 3 M(Z—Du%luz

k=0 =0 1<i1 <+ <ip <k M1+-+mr=n
n n n—r
so D DR DI AR DN (R
, , myl---m,! 9 tr k—r
r=01<i1 <---<ip<nmi+--+mr=n k=r
= Uy Unp,
denn

— n—r
—1)F = (=1)"(1=1)"" = (=1)"6n.
S () = (=
Daher gilt 7(0(w)) = w in A.
Seien nun U und V beliebig. Sei A = KI[T1,...,T;,] und eine lineare
Abbildung ¢, : A — V definiert durch

Sow(Til e Tln) = w(ui17 s 7uin)

Fiir 1 <i44,...,4, < n und durch 0 auf Monomen vom homogenen Grad # n.
Weil ¢, linear ist und w n-linear, folgt

k1 km
%((lel +"'+Tji1)"'(Tj? +'”+le?n)) — Z Z w(ujél""’uj?n)‘
=1 =1

Somit

WUy, .. up) = pu(T1---Ty) = (—1)” Z(_l)m@w((ZjeI Tj)n)

~
N
=]

Die zeigt die Behauptung. O

Im folgenden identifizieren wir homogene Polynome mit den zugehérigen
Multilinearformen.

Es sei weiter G eine Liegruppe mit Liealgebra g und P-ein G-Prinzipal-
biindel. Es sei K[g]® der Raum der G-invarianten Polynome auf g.

Proposition 3.1.2. Sei f € K[g]® = K[g,K|®. Fiir jede Prinzipalzusammen-
hangsform A ist f(FA) € Q2* (P,K) = Q2*(B,K) geschlossen. Ist A" eine

bas ,
weitere Prinzipalzusammenhangsform, so ist f(FA) — f(F4A") exakt.
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Beweis. Da f invariant ist und F4 basisch, ist es klar, dass f(F4) invariant
ist. Weiter gilt fiir jedes vertikale Vektorfeld v

w(F(FY) = nf (P FA L FY) =0,
falls f homogen vom Grad n ist. Ahnlich rechnet man
d(f(FY) = nf(dFY), P4, FY) = 5 f([AALFA, . FY) =0,

aufgrund der Bianchi-Identitat (Proposition 2.4.8) und der Invarianz.

Ist eine weitere Prinzipalzusammenhangsform A’ gegeben, so definiert
man Ay :=tA+ (1 —t)A’. Dies ist aufgrund von Korollar 2.2.6 sinnvoll. Nun
rechnet man mit Cartans Formel

s~ g0 = [y g5 = [ pet)

0 0
1
— d(/ dudf(FAt)>,
0 dt
da f(FAt) geschlossen ist. Damit ist f(F4) — f(F4') exakt. O

Korollar 3.1.3. Durch Wp(f) := [(f(F?))p] ist ein Algebra-Morphismus
Wp : K[g]¢ — H?**(B,K)
wohldefiniert. Er heifft Chern-Weil-Homomorphismus.
Beweis. Es reicht, die Multiplikativitdt zu beweisen. Aber offensichtlich gilt
(fi- f)(FY) = fi(FY) fa( Y,
also gilt die Behauptung. O
Beispiel 3.1.4. Ist P trivial, so gilt Wp(f) = 0 fiir alle f € K[g]G, n > 0.

Denn P besitzt einen flachen Zusammenhang und f(0) = 0.

Beispiel 3.1.5. Sei G = U(1). Dann ist G Abelsch, also jedes Polynom
invariant. Mit f(z) == —5L(2) gilt f € R[g]“ (man beachte g = iR). Man
erhélt

Wp(f) = a(P),

vgl. Theorem 2.6.3.
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Proposition 3.1.6. Sei ¢ : H — G ein Morphismus von Liegruppen und
(Q, ) eine p-Reduktion von P. Dann gilt

Wp(f) =Wq(fody), YfeK[g°.

Beweis. Die Korrespondenz

QF (P,g) — QF(B,Ad(P)) : a — agp

bas

aus Proposition 2.4.2 ist gegeben durch

[P, ap(vi, ..., 06)] = (aB)p(Tpm(vr), ..., Tym(vg)) (3.1.2)

fiir alle 7(p) = b und vy, ..., v, € T,P.

Es gilt P = Q x® G und TP = TQ xTH TG, vergleiche den Beweis
von Proposition 2.1.13. Sei A’ eine Prinzipalzusammenhangsform auf ¢ und
A: TP — g definiert durch

Apg 1 ([u, v]) = dp(Ag (u) + v

firallege @, g € G, u e T,Q, v € g. Offenbar ist A G-invariant. Sei v € g.
Dann gilt a,([q, g]) = [0,v], also A(a,) = v. Damit ist A eine Prinzipalzusam-
menhangsform auf P.

Weiter gilt fiir alle ¢ € @, u € T,Q:

P (A)g(u) = Apg ([, 0]) = dp(Ag(u)),
so dass dp o A" = ¢p*(A). Es gilt folglich
dpo FA =dpodA + %[dgpoA’,dgooA']
= d(¢*(A)) + 3" (A), ¥*(A)] = v*(F?)
als basische Differentialformen auf @. Aus Gleichung (3.1.2) folgt fiir alle
q€Q,b:=mg(q) und u,us € T,Q:
(W (F)B)o(Trg(ur), Tmg(u2)) = [g,9* (F4)q(us, u2)]
= [[g, 1], 1y ([u1, 0], [uz, 0])]
= (F)B)s(Tmg(u), Trg(u2)),

da mp = ¢ o wp. Es folgt
@ (F)p = (F)p,

also gilt (f o dp)(F4') = f(F4) als Differentialformen auf B. Dies zeigt die
Behauptung. O
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Korollar 3.1.7. Sei ¢ : P/ — P ein Morphismus von G-Prinzipalbiindeln.
Dann gilt

Wp = Wp/.

Beweis. Man wende Proposition 3.1.6 fiir ¢ = idg an, den 9 ist eine idg-
Reduktion. ]

Proposition 3.1.8. Sei ¢ : B' — B glatt. Dann gilt
Woep(f) = ¢*(Wp(f)), VfeKgl®.

Beweis. Sei A ein Prinzipalzusammenhangsform auf P und A’ = p3(A),
wobei ps die Projektion o*P = B’ x g P — P bezeichne. Da py G-aquivariant
ist, ist A’ G-invariant. Ahnlich folgt

p - exp(tv) = ay(p)

d
', p-exp(tv)) = p7i

Tty pyp2(au(b',p)) = o7 ‘ P

firalle € B,pe P, b= (/) = 7p(p) und v € g, so dass
Aly (@0t p)) = Ap(av(p)) = v.

Damit ist A’ eine Prinzipalzusammenhangsform auf ¢*(P). Weiterhilt gilt
p3(FA) = FA und folglich

fur alle (b,,p) € (p*(P) =D xp P, (Uj,’()j) c Tb/B/ XT,B TpP = T(b/7p)S0*P,
wobei p; : ¢*(P) = B’ xp P — B’ die erste Projektion sei. Es folgt

(F¥)5 = ¢"(F")p)

und somit
FFE) = f(& (F)B) = ¢ (f(FY).
Dies zeigt die Behauptung. O
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3.2 Chern-Klassen

Konstruktion 3.2.1. Sei n € N. Wir definieren GL(n, C)-invariante Polyno-
me f, fr € Clgl(n,C)], k =0,...,n, durch die Formel

det(1+ tix) _ kznjofk(x)tk, fla) = det (1+ %x) _ kznjofk(x).

wobei x € gl(n,C) eine Unbestimmte ist. Da det unter Konjugationen invari-
ant ist, folgt, dass die f, fi invariante Polynome sind.
Eine einfache Rechnung zeigt

fr(z) = (i)k Z detpxk (Tigi)

1< < <ip<n

ik
- (%) Z Z £(0)Tiriyqry * Tigig gy

1<i1 < <ip<n oESk

(3.2.1)

Wir verwenden die folgenden Sétze, die in der allgemeinen Form auf
halbeinfachen Liealgebren auf C. Chevalley zuriickgehen. (Der Spezialfall von
gl(n, C) ist sicher schon ldnger bekannt.)

Theorem 3.2.2. Sei t C gl(n,C) der Unterraum der Diagonalmatrizen. Die
Einschrinkungsabbildung

Clgl(n, C)]%LE) — CAy, ..., M) 2 p— ply
ist ein Isomorphismus von Algebren.

Theorem 3.2.3. Seien fiir 1 < k < n die elementarsymmetrischen Polynome
ex definiert durch

ek(/\l,...,)\k) = Z /\11/\%

1<ii < <ip<n
Dann ist der durch Einsetzung definierte Algebramorphismus
C[Tl, . ,Tn] — (C[/\l, . ,)\n]S" T — e

ein Isomorphismus. M.a. W. sind die ey, algebraisch unabhdingige Erzeuger der
Algebra C[\q, ..., A\
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Bemerkung 3.2.4. Offenbar ist bei der Definition von f, fi das Format n der
Matrix nicht relevant, solange k£ < n, d.h.

/ (f} 8) — f(4).

Daher werden im folgenden die Polynome fiir verschiedene Matrixformate
identifizieren.
Proposition 3.2.5. FEs gilt fi|i = (%)kek. Es folgt

(5 ) =fare. n(y )= X sk

pt+g=k

Beweis. Die Gleichung fi|¢ = (%)kek folgt sofort aus Gleichung (3.2.1).
Damit ist

S epWNeg) = D0 3T Ny Ay e i,

p+q:k; p+q:k ’L:1 <<Zp
J1<<Jgq
= Z ()\) ,U’)l/l T (>‘7 H)I/k = €k(>\, H)
1 <..<vg
und dies zeigt die Behauptung, nach Theorem 3.2.2. O

Konstruktion 3.2.6 (Chern-Klassen). Sei E — B ein komplexes Vektor-
biindel vom Rang n. Fiir k¥ < n definiert man

o(E) = Warr)(f) € H?*(B,C), «(E):= Wanm)(f) € H*(B,C),

wobei f, fr die Polynome aus Konstruktion 3.2.1 seien. Dann heifst ¢(FE)
totale Chern-Klasse und cy(E) k-te k-te Chern-Klasse von E. Die Summe
a(E) =Y cu(E)tF = Warp)(det(1 + 45(-))) heikt Chern-Polynom.

Ist B eine komplexe Mannigfaltigkeit, so setzen wir

¢(B) =¢(TB), c,x(B)=ck(TB).

Theorem 3.2.7. Seien E, Ey, Es komplexes Vektorbiindel auf B. Dann gilt
c¢(E) =1, wenn E trivial ist, sowie:

(i) Es gilt ¢(E),ck(E) € H*(B,R).

(ii) ¢(E), cx(E) hingen nur von der Isomorphieklasse von E ab.
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(i) Ist ¢ : B' — B glatt, so gilt
(P E) =¢c(E), (9 E) = ¢ c(E).
(iv) Es gilt

o(By & Ea) = c(Ev)c(Ba), k(B @ Ea) = > ¢p(E1)cy(Ea).
p+q=Fk

(v) Es gilt cx(E*) = (—=1)*c(E).

Beweis. Ist E trivial, so folgt mit Beispiel 3.1.4, dass ¢(F) = 1 ist.
Nach Korollar 1.4.8 besitzt GL(E) eine U(n)-Reduktion U(E). Nach
Proposition 3.1.6 folgt

(E) = Wye) (flum))
und analog fir ¢;(F). Es gilt

iNE . —1\k

(%) 6k(2>\1, s lAn) - (%) 6k(>\1, s )‘n)

fir alle A1,..., A\, € R. DaU(n) C GL(n,C), u(n) C gl(n,C) und tNnu(n) C t
Zariski-dicht sind (gl(n, C) = u(n) + iu(n)), folgt aus Theorem 3.2.2, dass die
Restriktionsabbildung

Clu(n)]"™ — Clt N u(n)]

injektiv ist. (Sie ist sogar ein Isomorphismus, aber das wird an dieser Stelle
nicht benutzt.) Somit ist fi|y(n) reell-wertig, denn f|inuem) = ﬁhﬂu(n), also
gilt dies auch fiir f. Dies zeigt Behauptung (i).

Behauptung (ii) folgt aus Korollar 3.1.7 und Behauptung (iii) aus Propo-
sition 3.1.8. Behauptung (iv) folgt aus Proposition 3.2.5.

Fir Behauptung (v) betrachte die Abbildung ¢ : GL(E*) — GL(E),
die einer Basis ihre duale Basis zuordnet. Es gilt ¥(p- g) = ¥(p) - ©(g), wobei
©(g) = (¢~ ). Mit Proposition 3.1.6 folgt

ck(E*) = Warp) (fr o dp) = (=1)Fex(E),
da dp = —id auf t. O

Bemerkung 3.2.8.
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(i) Die totale Chern-Klasse ist sogar eine ganzzahlige Cohomologieklasse,
was die Normierung rechtfertigt.

(ii) Sei IT: P(E) — B die Projektivierung des Vektorbiindels E. Dann
definiert IT* einen injektiven Ringmorphismus H*(B,R) — H*(P(E),R).
Da IT*(E) als eine direkte Summe von Geradenbiindeln aufspaltet, gibt es
nach Theorem 3.2.7 (iv) eine Faktorisierung

a(BE)=(1+txy) - (1+tx,) € H*(P(E),R)[t].
Man definiert den Chern-Charakter ch E durch

ch(E) =) exp(z;) € H*(B,R).
k=1

Der homogene Term von ch(E) vom Grad k ist 4 > y t;? . Da sich Potenzsum-
men nach Theorem 3.2.3 als Funktion der elementarsymmetrischen Polynome
schreiben lassen, ist ch(E) tatsachlich ein Element von H®(B,R) und nicht
nur von H*(P(E),R).
Alternativ kann man definieren:
id
ch(E) = Wp (exp <27m> ) .

Hierbei ist zu beachten, dass nur endlich viele Terme der formalen Potenzreihe
exp(-/2mi) in der Cohomologie H?*(B,C) beitragen.

Es gilt ch(E; @ E2) = ch(E1) + ch(Es) und ch(E; ® E2) = ch(E1) ch(E»),
was die Bezeichnung rechtfertigt.

(iii) Aus der Ganzzahligkeit von ¢(E) folgt ch(E) € H*(B, Q).

Beispiel 3.2.9. Sei B = CP" und 71 41 das kanonische (tautologische) Gera-
denbiindel auf B und a = ¢1(77,,41)- Es gilt

o(CP") = (1+a)"t!, ¢,(CP?) = (”Z 1) a*.

Es reicht ersteres zu zeigen.
Offenbar ist v1 p41 @ yf:n 11 = 6" ! beziiglich der Standardmetrik auf

0% .= B x C*. Aus Aufgabe 9 (Ubungsblatt 2) folgt TB = Lc(V1m+1, 'yf’nﬂ)
und man sieht leicht, dass 01 = L (V1 n41, Y1.0+1)- Insgesamt folgt

TB® 60" = Le(vint1; Vin+1 D V1,n+1)
= Le(Yin41, 0" = (n+ 1) - (y1,n41)"
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Mit Theorem 3.2.7 folgt
¢(CP"Y) = ¢(TCP" ) - ¢(') = ¢(TB @ 6Y)
= C(V;,n+1)n+1 = (1 + Cl(’}/ik,n+1))n+1 = (1 + a)n+17

dac(E)=1+c1(F)+...+ c,(PE) fiir alle Biindel vom Rang k.

Beispiel 3.2.10. Betrachten wir den Fall v := ~; 2, das kanonische Biindel auf
CP'. Wir identifizieren H?(CP!,R) 22 R durch Integration.

Dann gilt .
¢ A
=_— Y.
at) =5 [ (P

Gemaéf Beispiel 2.1.21 ist « assoziiert zur Hopf-Faserung P und die kano-
nische SU(2)-invariante Prinzipalzusammenhangsform A ist in komplexen
Koordinaten auf C2 O S§3 = P gegeben durch

2A =ada — ada—bdb+ bdb.
(NB: In [4] ist hier ein Vorzeichenfehler.) Damit ist
FA = dA = —dada + dbdb

als basische Differentialform auf P = S3. Die induzierte Differentialform auf
CP! ist in homogenen Koordinaten [z : w] gegeben durch
 —dada + dbdb

A
e = o)

Wir betrachten die Karte ¢ : C — CP' : 2+ [z : 1]. Da ¢ dichtes Bild
hat, folgt

() ‘/wWw=. _dedz
c ) 2mi Jopt (1 + |2J2)°

__1/ dxdy __2/00 rdr
™ Jr2 (14|22 + [y[?)? o (L+72)?

[e.9] ) 1
/0 arctan’ (r) dr 52

S
= —1.
r=0

Beispriel 3.2.11. Fiir die elementarsymmetrischen Polynome e; und ey gilt

er(N) =D N, ea(N) = %(P% —p2),
j=1
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wobei p, =3 )\?. Damit folgt

e (B) = [ (F)], ea(B) = [ (((FY) — (R 47?)].

Ist E zu einem SU(n)-Prinzipalbiindel assoziiert, folgt insbesondere

ci(E) =0, c(E)= [% tr((F4)? )}

T2

3.3 Pontryagin-Klassen

Mithilfe der Chern-Klassen kann eine Reihe von Invarianten reeller Vektor-
bilindel definiert werden.

Definition 3.3.1 (Pontryagin-Klassen). Sei £ — B ein reelles Vektorbiin-
del. Wir definieren

pr(E) = (—=1)* e (E®) € H*(B,R), p(E Zpk € H*(B,R),
die k-te Pontryagin-Klasse bzw. totale Pontryagin-Klasse von E. Insbesondere
setzt man pg(B) = pp(TB) und p(B) := p(TB).

Aufgrund der obigen Ausfithrungen (Theorem 3.2.7) gilt offenbar der
folgende Satz.

Theorem 3.3.2. Seien FE,E1,Es — B reelle Vektorbiindel. Die Coho-
mologieklassen p(E),pr(E) hdngen nur von der Isomorphieklasse des R-
Vektorbiindels E ab. Weiter gilt:

(i) Ist ¢ : B' — B glatt, so gilt
Pe("E) = ¢"pi(E),  p(9*E) = ¢"p(E).
(ii) Es gilt

p(E1 ® Ep) = p(E1)p(E2), pp(Ey @ Es) = Z Pm(E1)pn(E2).
m-4+n==k

(iii) Es gilt pr(E*) = pr(E), p(E*) = p(E).
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Bemerkung 3.3.3. Die Definition der Pontryagin-Klassen ist aus dem folgenden
Grund sinnvoll: Definiere gi(x) fiir € gl(n,R) durch

det(l - %x) = kzzogk(x)tk.

Da GL(E) eine O(n)-Reduktion O(FE) besitzt (Korollar 1.4.8), reicht es, die
Einschrinkungen gi|o(n) zu betrachten. Da die Determinante unter Transpo-
sition invariant ist, folgt gog+1/o(n) = 0, also mit Proposition 3.1.6:

Wave) (926+1) = Wos) (926+10(n)) = 0.
Andererseits gilt gor, = (—1)* for, so dass
pr(E) = Ware) (92k)-

D.h., man erhélt keine neuen Invarianten auf diese Weise.



Kapitel 4

Yang-Mills-Instantonen

In diesem Kapitel wollen wir einen Uberblick iiber die Theorie der Yang-
Mills-Instantonen gewinnen. Ziel ist es einzusehen, dass Sie einen endlich-
dimensionalen Modulraum bilden und sie iiber die Konstruktion von Atiyah-
Drin’feld-Hitchin-Manin zu realisieren. Sowohl aus Zeitgriinden und auch weil
einige der Techniken, die zu einem vollen Verstdndnis erforderlich sind, iber
den Rahmen der Vorlesung hinausgehen, werden wir werden einige Details die-
ser Theorie weglassen und uns mit einer iiberblicksartigen Zusammenfassung
zufriedengeben.

4.1 Die Yang-Mills-Gleichung

Es sei (B, (-, -)p) eine kompakte, orientierte pseudo-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit von Dimension n. Sei volg 4 die pseudo-Riemannsche Volumenform.
Der Hodge-Operator  : Q’fg — Q%ﬁk sei fiir alle o, 8 € Q% definiert durch

a N */8 = <a7ﬂ>B VOlB,ga

wobei (-, -) p natiirlich auf k-Formen fortgesetzt sei.
Es gilt s = (—1)*(*=k)*P wobei (p, n — p) die Signatur von (-,-)p sei. Ist
B insbesondere 4-dimensional und Riemannsch, so gilt *x = id auf 2-Formen.
Sei nun G eine kompakte Liegruppe. Sei (-, -)4 eine G-invariante negativ-
definite symmetrische Bilinearform auf g. Ist G halb-einfach, so kann man die
Killing-Form nehmen. Fir G = SU(n) nimmt man stattdessen die Spurform.
Wir definieren fiir ein G-Prinzipalbiindel P und A € C(P) = I'(B,Cp)
(d.h. A ist eine Prinzipalzusammenhangsform):

L= _/B<FA’*FA>E’

o7
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das Yang-Mills-Funktional. (Hier und im folgenden fassen wir F'4 als die
2-Form R4 = (F4)p auf B auf.) Man kann folgenden Satz zeigen.

Proposition 4.1.1. Die Extremalen A von L4 sind genau die Lésungen der
folgenden Euler-Lagrange-Gleichung:

VAFA) = 0. (4.1.1)

Definition 4.1.2. Gleichung (4.1.1) heift Yang-Mills-Gleichung. Zusammen
mit der Bianchi-Identitit VAF4 = 0 bilden sie die Mazwell-Gleichungen (im
Vakuum). (Die klassischen Maxwell-Gleichungen erhélt man fir G = U(1).)

Die Yang-Mills-Gleichung ist automatisch erfiillt, wenn *F4 = £F4. So
ein A heifst (anti-) selbstdual.

Proposition 4.1.3. Sei dim B = 4, g Riemannsch und G = SU(n). Setze
k= — [gc2a(Ad P). Dann ist

L4 > 8m2|k|

und Gleichheit liegt genau dann vor, wenn *F4 = (sgnk)F4.

Im Fall |k| = 1 heifit ein solches A (genauver: das Paar (P, A)) ein (Anti-)
Instanton und fir allgemeines k ein (Anti-) Multiinstanton. D.h., die (Anti-)
Multiinstantonen sind die Minima des Yang-Mills-Funktionals L 4.

Beweis. Fir 2-Formen F, Fy, Fy schreiben wir
(BB =~ [ (Fiski), IFIP = (FIF).

Dann ist (:|-) eine positiv hermitesche Sesquilinearform.
Sei F := FA und F = Ft + F~ die Zerlegung in selbstdualen und
anti-selbstdualen Teil. Dann gilt

(F*, *F‘>g = —<F+,F—>g =—(F", *F+>g,

also

La=|F|*=|FTP+F|? = |FT)° = |F|?
= —/ (FY + F~ «(FT — F7)),
B

=— [ (F,F)g=— [ tr(F?) = —87% | c2(Ad(P))
)y 7 ’
= 81k,
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nach Beispiel 3.2.11. Auf die gleiche Weise folgt > 872k.
Gleichheit gilt genau dann, wenn
1N = |EXP + 1 F )12 = = (FF)° - F7)12),

d.h. genau dann, wenn k > 0 und F = F™ oder £ < 0 und F = F~. Dies
bedeutet gerade, dass xF' = (sgnk)F. O

Im folgenden sei B = S%.

Konstruktion 4.1.4 (Twistorraum). Es gilt S? = HP! = (H? \ 0)/H*. Die
Quaternionen (vgl. Beispiel A.1.3) haben die Erzeuger

(i 0 (0 i y
Z(o —i)’ 7(—1' o>’ =i

Die von 1,7 erzeugte reelle Unteralgebra von H ist isomorph zu C. Man
identifiziert

C* 2 H?: (21, 22, 23, 24) — (21 + 227, 23 + 247).

Dies induziert eine Projektion p : P := CP? — B.
Eine komplex antilineare Involution wird definiert durch

o:H? — H?: h— jh.

(Linksmultiplikation!) Dies induziert eine Involution o von P {iber B. Die
komplexen Geraden in einer quaternionischen bilden eine Kopie von CP!,
also ist dies der Fasertyp von p. Da i und j antikommutieren, gilt auf C?:

(O (21722723724) — (_5525 _74773)

und entsprechend in homogenen Koordinaten von P. Die Involution o besitzt
keine Fixpunkte, ldsst aber gewisse projektive Geraden invariant, ndmlich
genau die Fasern von p. Man nennt P den (projektiven) Twistorraum.

Wir wollen nun diskutieren, inwiefern die Zerlegung
F=p20_ ptl) 4 p(02)
beziiglich komplexer Koordinaten auf B zu der Zerlegung
F=F +F_

korrespondiert. Dazu betrachten wir eine Karte R* — S*.
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Lemma 4.1.5. Genau dann eine 2-Form F auf R* anti-selbstdual, wenn
sie beziiglich jeder komplexen Struktur, die mit der Metrik und Orientierung
vertraglich ist, vom Typ (1,1) ist.

Beweis. Die Wahl einer mit Metrik und Orientierung kompatiblen komplexen
Struktur auf R? liefert eine Inklusion U(2) — SO(4). Alle solchen komplexen
Strukturen sind SO(4)-konjugiert und somit in Bijektion zu SO(4)/U(2) = S,

Die Eigenriume von * auf A? sind irreduzible Darstellungen von SO(4),
insbesondere invariant unter U(2). Die Zerlegung

/\2 _ /\(2,0) G9/\(1,1) ea/\(0,1)

ist U(2)-invariant. Die Summanden A% und A©®? sind cindimensional.
Dagegen hat /\(1’1) einen invarianten Unterraum, der von der zur hermite-
schen Metrik auf C? gehorenden Form p aufgespannt wird. Das orthogonale
Komplement ist irreduzibel und von Dimension 3. Da die Form p selbstdual
ist, folgt
At = AL

Insbesondere ist /\2_ fiir jede Wahl von kompatibler komplexer Struktur
in /\(1’1) enthalten. Der Schnitt der (1,1)-Réume iiber alle kompatiblen
komplexen Strukturen ist SO(4)-invariant, enthiilt A? und ist nicht gleich
/\2. Dabher folgt die Behauptung. O

Um diese Korrespondenz zu globalisieren, betrachten wir Vektorbiindel
auf dem Twistorraum P.

Definition 4.1.6. Sei E ein Vektorbiindel mit hermitescher Biindelmetrik.
Eine Zusammenhangsform A auf F heiflt hermitesch falls A* = —A.

Der folgende Satz folgt aus dem Satz von Newlander-Nirenberg.

Theorem 4.1.7. Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und E ein Vektor-
biindel mit hermitescher Struktur.

(i) Ist E holomorph, so gibt es genau eine hermitesche Zusammenhangs-
form A vom Typ (1,0), und ihre Krimmung ist vom Typ (1,1).

(ii) Ist A hermitesche Zusammenhangsform mit F4 € QWY (End(E)), so
hat E genau eine holomorphe Struktur, in der A vom Typ (1,0) ist.

Korollar 4.1.8. Sei E ein hermitesches Vektorbiindel auf B mit hermi-
teschem Zusammenhang A. Dann ist A anti-selbstdual genau dann, wenn
V = p*E mit dem horizontal gelifteten Zusammenhang p*A holomorph ist.
In diesem Fall ist V| -1,y holomorph trivial fiir alle z.
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Beweis. Da die Fasern p~'(z) = CP! die komplexen Strukturen auf T,B
parametrisieren ist mit Lemma 4.1.5 FP"4 genau dann vom Typ (1,1), wenn
A anti-selbstduale Kriimmung hat. Die Behauptung folgt aus Theorem 4.1.7.
Ahnlich folgt die letzte Behauptung. O

Korollar 4.1.8 zeigt, dass sich E aus V' vermoge
E, = HO(V|p71(z))
rekonstruieren lasst. Die Metrik erhalten wir mit dem folgenden Datum.

Definition 4.1.9. Sei V ein holomorphes Vektorbiindel auf P. Eine reelle
Struktur ist eine faserweise komplex antilineare Abbildung 7:V — V*| so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

Ty

§ e <

R —

und die Paarung
Vo) X Ve — C: (u,0) — 7(v)(u)

sesquilinear ist. Falls V]pq(z) fiir alle z holomorph trivial ist, und diese Form
eine positive hermitesche Form auf H 0(V|p_1(z)) induziert, heifst 7 positiv.

Das folgende ist der Hauptsatz dieses Abschnitts. In seiner allgemeinen
Form fiir orientierte 4-Mannigfaltigkeiten geht er auf Atiyah-Hitchin-Singer
zuriick [3, Theorem 5.2].

Theorem 4.1.10. Die Zuordnung EE —— V = p*E ist eine Bijektion zwischen
anti-selbstdualen hermiteschen Zusammenhdngen auf B modulo Eichdquiva-
lenz und den Isomorphieklassen faserweise trivialer holomorpher Vektorbindel
auf P mit positiver reeller Struktur.

Beweisskizze. Die hermitesche Struktur auf E induziert einen antilinearen
Isomorphismus £ — E*, dessen Lift 7 definiert. Umgekehrt definiert 7 eine
hermitesche Biindelmetrik auf £ =[], HO(V|p71(z)).
Es bleibt zu zeigen, dass ein holomorpher Zusammenhang auf V' einen
(geméfs Lemma 4.1.5 anti-selbstdualen) Zusammenhang auf E induziert.
Dies folgt aus einem Garben-Cohomologie-Argument: Das Conormalen-
biindel N* von CP! in P ist O(—1) ® O(—1) (wobei O(—1) das tautologische
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Biindel sei). Da H(CP', O(—1)) = 0, folgt aus der langen exakten Sequenz
in Garbencohomologie

HY(CP', V|,-1(,)) =2 HY(CP', V],-1(,) ® O/T7),

wobei Z das Verschwindungideal von CP! C P ist. Nun ist Vip-12) ® 0/1?
die Garbe der 1-Jets (Taylorentwicklungen der Ordnung < 1) von Schnitten
von V]p_l(z). Die eindeutige Fortsetzung von Schnitten zu 1-Jets definiert
einen Schnitt von T'w, d.h. einen Zusammenhang. O

4.2 Der Modulraum selbstdualer Zusammenhange

Definition 4.2.1. Eine G-Prinzipalzusammenhangsform A auf einem G-
Prinzipalbiindel P — B heiftt reduzibel, falls es eine abgeschlossene Unter-
gruppe H C G, eine H-Reduktion ¢ : ) — P und eine H-Prinzipalzusammen-
hangsform A’ gibt, so dass 1)*A = A’. Andernfalls heikt A irreduzibel.

Den Beweis des folgenden Satzes (als Holonomie-Reduktionstheorem
bekannt) iiberlassen wir dem Leser.

Proposition 4.2.2. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Genau
dann ldsst sich eine G-Prinzipalzusammenhangsform auf H reduzieren, wenn
die Paralleltransporte P:;‘ fiir alle Schleifen v in B in H liegen.

Im folgenden sei G eine kompakte, zusammenhéngende einfache Liegruppe.
Wir werden eine bestimmte Parametrisierung der G-Prinzipalbiindel auf S
benutzen.

Konstruktion 4.2.3 (G-Prinzipalbiindel auf S%). Die Sphire ist die topolo-
gische Summe von zwei Kopien von R¢ (identifiziert mit offenen Umgebungen
der abgeschlossenen Hemisphéren) entlang R x S?. Jedes Prinzipalbiindel auf
R? ist trivial. Andererseits ist R x S%~! homotopiedquivalent zu S? und eine
glatte Abbildung S*~! — G definiert eine Verklebung von zwei trivialen
G-Prinzipalbiindeln auf R? zu einem G-Prinzipalbiindel auf S%.

Man kann zeigen, dass dies eine Bijektion

Ta—1(G) — {G-Prinzipalbiindel auf Sd}/ =

definiert. Im Fall d = 4 sind also Isomorphieklassen von G-Prinzipalbiindeln
durch 73(G) parametrisiert.

Es ist bekannt, dass unter den Voraussetzungen an G gilt: m3(G) = Z.
Der tibliche Beweis (von R. Bott) benutzt Schleifenrdume und Morsetheorie.
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Wir zeigen dies fiir G = SU(n), mit einfacheren Methoden. Wir haben
ein SU(n — 1)-Prinzipalbiindel

SU(n) — SU(n)/SU(n — 1) = ¥ 1,

Aus der langen exakten Homotopiesequenz haben wir exakte Sequenzen
73(S?" 1) —— m(SU(n — 1)) — m(SU(n)) — 72 (S 1) =0,
74(S?"1) = 0 — 7m3(SU(n — 1)) — 73(SU(n)) —— m3(S?"~1).

Fiir n > 2 ist m3(S?" 1) = 0, also m2(SU(n)) = m2(SU(2)) und 73(SU(n)) =
73(SU(3)) fiir n > 2. Aber SU(2) = S?, also m2(SU(2)) = 0 und 73(SU(2))
Z. Es folgt dass m3(SU(n)) = 0 und 73(SU(n)) = Z.

Man kann durch geeignete Parametrisierung der minimalen Geodéten in
SU(n) folgendes zeigen [3, S. 453]: Ist P das SU(n)-Prinzipalbiindel auf S¢
zur Zahl k € Z = m3(SU(n)), so ist

/ co2(Ad P) = 4nk.
Sd

Im folgenden sei G = SU(n), B = S* und P das G-Prinzipalbiindel zur
ganzen Zahl k € Z = w3(G). Die Zahl k heifit Instantonenzahl.

Definition 4.2.4. Sei A der Raum aller selbstdualen G-Prinzipalzusammen-
hangsformen A auf P und AO der Unterraum der irreduziblen. Die Eichgruppe
Gau(P) wirkt natiirlich auf A+ und AY. Der Quotient M} := A9 /Gau(P)
heifst Modulraum der selbst-dualen Zusammenhange

Theorem 4.2.5 (Atiyah-Hitchin-Singer). Der Modulraum MY, ist leer oder
eine Mannigfaltigkeit der Dimension

[ c2(Ad P) — dimg = 4nk — n* + 1.
Insbesondere ist diese Zahl fiir G = SU(2) gerade 8k — 3.

Bemerkung 4.2.6. Das Resultat [3, Theorem 6.1] wird allgemeiner fiir eine
kompakte, zusammenhéngende einfache Liegruppe G und eine kompakte,
selbst-duale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit B bewiesen. In die
allgemeine Formel gehen aufer c2(Ad P) und dim g noch die Eulerklasse und
die Signatur von B ein.
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Theorem 4.2.5 ist ein sehr tiefer und schwieriger Satz. Wir werden nur
ganz grob die Beweisidee skizzieren.

Beweisskizze. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

infinitesimal Berechnung des Dimension des “formalen” Tangentialraums
(infinitesimale Variationen von A € A% modulo Eichtransformationen)
mit cohomologischen Methoden.

lokal Beweis, dass die infinitesimalen Variationen von A € AS)F tatséchlich
die Ableitung von Pfaden sind (nach der sogenannten Methode von
Kuranishi).

global Beweis, dass dies einen kompatiblen Atlas und eine Hausdorff-Topologie
auf Mg definiert.

Wir werden uns damit begniigen, den ersten Teil des Beweises etwas
weiter zu kommentieren. Nach Korollar 2.2.6 ist die Differenz von zwei
Prinzipalzusammenhangsformen in Q' (B, Ad(P)), also ist ein Pfad im Raum
A der Zusammenhénge

At:A—}—at, atGQI(B,Ad(P))
mit 1
FAt == FA +VAOét + i[at,at].

Angenommen A € A, so ist A; € A, genau dann, wenn

VA () + %p_([at, ar]) =0,

wobei p_ () = %(ﬁ — %) und V4 := p_ o VA Fiir die Ableitung ¢ an t = 0
gilt dann
VAa = 0.

Angenommen, A; = (04)*(A), wobei oy = a4, g € C°(P,G)%*¢ =
Gau(P) (vgl. Proposition 2.5.2). Dann gilt nach Proposition 2.5.3:

At oy = Ay = Ad(g[l)(A) + (9t)" (we) = Ad(gfl)(A) + g;ldgt,

Sei ¢ = gi|,_, € C°(P,9)® = Q°(Ad(P)). Dann gilt durch Ableitung der
letzten Gleichung in ¢ = 0:

& =[A, ¢ +dop = V2.
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Ist also [A] € MY und letzteres in der Nihe von [A] eine glatte Mannigfaltig-
keit, so ist 7] A]Mg die erste Cohomologie des Komplexes

A

\Y
0—— QO(AdP) Y QY(AdP) —— Q2 (AdP) —— 0.

(Dies ist ein Komplex, da VA o V4 = F4 A (=) = 0 nach Korollar 2.4.7 und
weil VA S A+)

Dies ist ein elliptischer Komplex (d.h. die Operatoren sind Differential-
operatoren von Ordnung 1 und ihre Hauptsymbole geben eine Sequenz von
Vektorbiindeln, die exakt auferhalb des Nullschnitts sind). Es folgt daher,
dass die Dimensionen A7, j = 0, 1,2, der Cohomologiegruppen H’ endlich-
dimensional sind. Als Konsequenz des Indezsatzes von Atiyah-Singer folgt,
dass h? — h! + h? (die Eulercharakteristik des Komplexes) ein universelles
Polynom in [ co(P) = dimg und [ c2(P) = 4nk ist, d.h.

—h® 4+ h! — h? = ank + bdimg.
Ist £k =0, d.h. P trivial, so gilt
H =H(SYY®g(j=0,1), H*CH*SY®ag.

Da H7(S*) =0 fiir j = 1,2 und H°(S*) = R, folgt b = —1.

Sei nun k& > 0. Das Holonomieprinzip besagt, dass die kovariant konstanten
Schnitte von Ad P (d.h. der Kern von V4) genau bijektiv zu den Vektoren v €
(Ad P), = g sind, die von der Wirkung der PWA fiir alle Schleifen  festgehalten
werden. Da A nach Voraussetzung irreduzibel ist, ist die Dimension

R = dim H° = dim ker V4 = 0.

Man kann ebenfalls zeigen, dass h? = 0 ist. Dies benutzt die Idenfizierung
von H? mit dem Kern eines Differentialoperators der Form A + %scal, wobei
A ein (nicht-negativer) Laplaceoperator auf einem geeigneten Vektorbiindel
ist und scal = % > 0.

Die gewiinschte Dimension ist also

dim T M} = h' = ank — dim g.

Um Wert von a zu berechnen, reicht es also, ./\/lg fiir ein k& zu bestimmen,
oder die Konstanten im Satz von Atiyah-Singer genauer zu untersuchen. Im
Originalbeweis wird die letztere Strategie verfolgt.

Wir werden im folgenden eine explizite Parametrisierung (nach Atiyah-
Drinfel’d-Hitchin-Manin) angeben, die zeigt, dass fiir SU(2) die gesuchte
Dimension 8%k — 3 ist, d.h., dass a = 4 gilt. O
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4.3 Die ADHM-Konstruktion von Instantonen

Im folgenden sei G := SU(2), B := $* = HP! und P = CP? mit der Projektion
p: P — B aus Konstruktion 4.1.4.

Um k-Antiinstantonen mit Strukturgruppe SU(2) auf B zu konstruieren,
reicht es nach Theorem 4.1.10, holomorphe Vektorbiindel mit Strukturgruppe
SL(2,C) = Sp(2, C) mit positiver reeller Struktur auf P zu konstruieren. Dies
geschieht mit der sogenannten Horrocks-Konstruktion.

Konstruktion 4.3.1 (Horrocks-Konstruktion). Seien V, W komplexe Vek-
torrdume der Dimension 2k + 2 bzw. k, wobei V' mit einer nicht-ausgearteten
schiefsymmetrischen Bilinearform (-|-) versehen sei. Weiterhin sei

4
A(Z) = ZZjAj W —V
j=1

komplex linear fiir alle z = (z1,...,24) € C* = H?. Fiir alle W C V
sei U° .= {veV | (v|U)=0}. Wir machen die folgende Annahme an
U, =Az)W CV:

Vz2eC'=H%2#0:dimU, =k, U, CU?, (4.3.1)

m.a.W. U, sollen isotrope Unterrdume der Dimension k sein.
Wir definieren einen 2-dimensionalen Vektorraum £, durch

E, = U2/U,.

Dann gilt: Durch (+|-) wird auf E, eine nicht-ausgeartete schiefsymmetrische
Bilinearform induziert; zudem ist E, = F, fir alle A € C*. Somit ist durch
E, ein holomorphes Vektorbiindel £ — P definiert.

Wir identifizieren V' mit H**!. Definieren wir 7 = 7 : V. — V durch
Linksmultiplikation mit j, so ist durch

(o] (v)) = (v]v')

eine hermitesche Metrik (-|-) definieren, von der wir annehmen, dass es die
Standardmetrik ist. Nun nehmen wir an, dass einen komplex antilinearen 7y
von W gibt, so dass 7‘1%/ =1 und

v (A()w) = Ao (2))mw (w). (4.3.2)

Dies impliziert
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wobei (—)* das Orthogonalkomplement beziiglich (-|-) bezeichne. Insbeson-
dere ist U7 N Uy(;) = 0 und

UE) - Uw D UZO N U;(Z) (433)

fiir w = 2. Dies gilt aber auch w = ¢(z) und somit fiir alle w € p~(p(2)),
denn p~!(z) = {[Az] | A € H*}, aber [0(2)] = [jz] und [Az] = [2] fiir alle
A € C*. Es folgt, dass E|,1(,(.)) trivial ist. Damit erfiillt £ die Voraussetzung
von Theorem 4.1.10.

Proposition 4.3.2. Das Biindel R auf B, das dem holomorphen Vektorbiindel
E auf P aus Konstruktion 4.8.1 entspricht, hat Instantonenzahl —k.

Beweis. Wir identifizieren R mit seinem Zusammenhang. Es gilt nach Kon-
struktion, dass R, = HO(E|,-1(,)), also ist R nach Gleichung (4.3.3) das
Unterbiindel von B x V mit Faser R, = U7 N U;(z). Da der Zusammenhang
A auf R durch die Bedingung eindeutig festgelegt ist, dass p*(A) unitér und
holomorph ist, muss es derjenige sein vom trivialen Zusammenhang auf B x V'
durch Orthogonalprojektion zustande kommt.

Dann ist aber R* = @?:1 v, wobei v das tautologische Biindel auf
B = HP! ist (die Faser an einem Punkt ist die entsprechende quaternionische
Gerade). Die Identifikation erfolgt durch Wahl einer quaternionischen Basis.

Mit der Notation

dx = dx1 4+ dxoi + dxgj + dxgk, dT = dxi — dxsi — drsj — drak,

S(f(x)dx) = %(f(x)dm —dz (m))

kann man zeigen, dass v die SU(2)-Prinzipalzusammenhangsform

N xdx
A‘“(Hle?)

tragt, mit selbstdualer Krimmung

dx N dx

FA=
(14 [x]?)?

(Hier benutzen wir die Identifizierung su(2) = SH.)
Fir ||z|| — oo gilt
A~z e =g ldg = a,(0),

wobei g(x) = Z||z|| ! sei.
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Mit anderen Worten ist (,-1)*(A) ~ 0 und v assoziiert zu dem SU(2)-
Biindel, dass der Homotopieklasse der Abbildung

g s : S — SU©2)

entspricht. Aber g~!(z) = x fiir alle v € S* C H. Folglich ist co(y) = 4-2-1 = 8
und es folgt die Behauptung. O

Wir identifizieren nun die Daten, die diese k-Antiinstantonen parametri-
sieren. Wie zuvor betrachten wir V = HFF!, Es gilt C* @c W = H? @r Wr
mit Wg = Fix;,, (W). Dann entspricht 7y der Linksmultiplikation mit j und
Gleichung (4.3.2) bedeutet gerade, dass A linkslinear {iber H ist. Folglich ist

A(z,y) = 2C +yD Vz= (x,y) € H?
fiir gewisse C, D € H**(*+2)_ Gleichung (4.3.1) bedeutet, dass
A(z,y)A(z,y)* = (zC +yD)(C*T + D*y) € GL(k,R) (4.3.4)
fir alle (z,y) # 0.

Theorem 4.3.3 (Atiyah-Drinfel’d-Hitchin-Manin). Sei k € N. Die k-Yang-
Mills-Antiinstantonen (P, A) sind vermdge der ADHM-Konstruktion einein-
deutig gegeben durch die Matrizen (C,D) € HEX(K+2) - die der Bedingung
(4.3.4) geniigen. Weiter sind (P, A) und (P', A’) eichdquivalent genau dann,
wenn fiir ihre Parameter (C, D) und (C', D") gilt:

(xC" +yD') = T(zC +yD)S
fiir gewisse T € GL(k,R), T € USp(2k + 2). Folglich ist dim M? = 8k — 3.

Beweis. Die Dimension folgt durch Abzéhlung und dass dies bereits alle
Instantonen sind, ist ein nicht-triviales cohomologisches Argument, fiir Details
siehe [1] oder [2]. O

Bemerkung 4.3.4. Explizit lasst sich (P, A) in Abhéngigkeit von (C, D) wie
folgt schreiben: Das Prinzipalbiindel zu (C, D) ist

P = {([xvy]vv) € st x ! ‘ (xC +yD)*v =0,v"v = 1}

mit der natiirlichen Wirkung von SU(2) = {u € H | u*u=1} durch Rechts-
multiplikation in der Faser.
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Bis auf Aquivalenz kann man annehmen, dass

C:(ollik)’ DZ(?)‘

Mit € = z/y (definiert auf der affinen offenen Menge (= H) der [z,y], y # 0)
gilt
Pe={(¥) | €+X)Y +n"¢=0}.

Ist £ + X invertierbar, so ist eine lokale Schnittbasis von P gegeben durch

s(€) = <(§+X) 1x *(1+77(§+X) L(E + X)~lop)~ 1/2)
I+nE+X)~ (§+X) 1 n)~ 1/2 .

In der entsprechenden lokalen Trivialisierung von P ist A gegeben durch

_ v —vidy -
A= Sy VO =X
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Anhang A

Liegruppen

A.1 Liegruppen und Liealgebren

Definition A.1.1 (Liegruppen und Liealgebren). Eine Liegruppe G ist eine
Gruppe mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur, deren Operationen

m:GxG—G, i:G—G, 1:x—CG

glatt sind. Eine Liealgebra g ein R-Vektorraum mit einer bilinearen Operation
[,]: 9 x g —> g, die folgenden Gleichungen geniigt:

[z,y] = =ly, 2], [[2,9], 2] = [ [y, 2l] = [y, [, 2]]
fir alle z,y, z € g.

Bemerkung A.1.2. Sei G eine Gruppe mit Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass
die Multiplikation m glatt ist. Dann ist G eine Liegruppe. Die Glattheit von
1 folgt aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.

Beispiel A.1.3. Sei F eine reelle Divisionsalgebra, d.h. F = R, C, H. Dabei ist
die Quaternionenalgebra H definiert als die Menge der 2 x 2 Matrizen

fiir a,b € C, zusammen mit dem Matrixprodukt als Multiplikation.
Die Menge GL,,(F) der rechtslinearen Endomorphismen des F-Rechtsvek-
torraums F” ist eine Liegruppe.

Im folgenden sei G eine Liegruppe.

71
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Konstruktion A.1.4 (Die Liealgebra einer Liegruppe). Ein Vektorfeld v
auf G heiflt links-invariant, falls

[v,Lg] =0

fiir alle g € G. Dabei ist fiir g € G und eine Funktion f auf G die Linkstrans-
lation L4 definiert durch

(Lgf)(h) = f(gh).

Damit ist v links-invariant genau dann, wenn

v(Lgf)(h) = v(f)(gh)

fiir alle g, h und alle Funktionen f auf G gilt.
Wir definieren die Liealgebra g von G durch

g= {v ‘ v links-invariantes Vektorfeld}.

Unter der Kommutatorklammer von Vektorfeldern ist dies eine Liealgebra.
Im folgenden sei g stets die Liealgebra von G.

Proposition A.1.5 (Die Liealgebra als Tangentialraum). Sei G eine Liegrup-
pe. Die Abbildung v — v(1lg), die g nach T1G abbildet, ist ein Vektorraum-
Isomorphismus. Insbesondere gilt

dimg = dimG.

Ist ¢ : G — H ein Morphismus von Liegruppen, d.h. ein glatter Gruppenho-
momorphismus, so ist dp == Tip : g — b ein Morphismus von Liealgebren,
d.h.

deo(lz, y]) = [de(z), de(y)]
fiir alle x,y € g.

Korollar A.1.6 (Die Trivialisierung von T'G). Sei G eine Liegruppe. Die
Abbildung, die (g,v) € G x g auf den Tangentialvektor v(g) € Ty,G abbildet,
ist ein G-dquivarianter Isomorphismus G x g — T'G von Vektorbindeln tiber

G.

Beispiel A.1.7. Die Liealgebra gl,,(IF) von GL,,(F) ist als Vektorraum isomorph
zu der Menge aller n x n-Matrizen mit Eintrégen in F.
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Proposition A.1.8 (Die Liecklammer als infinitesimaler Kommutator). Die
Ableitung der Gruppenkommutator-Abbildung

GxG—G:(g,h)— ghg th!
an (1,1) ist die Lieklammer [,] : g x g — g.

Korollar A.1.9 (Die adjungierte Wirkung). Fir die adjungierte Wirkung
Ad: G — GL(g) von G auf g ist Ad(g)(z) definiert als die Ableitung von
h +— ghg™' an 1 in Richtung x € T\G = g.

Dann ist die Ableitung von (g,z) — Ad(g)(x) nach dem Argument g
and der Stelle 1 gerade die Lieklammer.

Beispiel A.1.10. Sei G = GL,(F). Seien v, Wege durch (0) = 6(0) = 1 mit
4(0) =z, 6(0) = y. Fir g € G ist

Ad(g)(z) = %(tzogv(t)g’l = gag™

und
el = 5| AdG@)w) =y — v

D.h., die Liealgebrastruktur von gl,(H) ist durch den Matrix-Kommutator
gegeben.

Proposition A.1.11 (Die Exponentialabbildung). Sei v € g. Dann ist v
vollstindig. Sei exp(tv) der Fluss von v. Dies definiert eine Abbildung

exp = expg : g — G,

die Exponentialabbildung von G, deren Ableitung in 0 gerade idy ist. Insbe-
sondere ist expg ein lokaler Diffeomorphismus.

Ist ¢ : G — H ein Morphismus von Liegruppen, so ist das folgende
Diagramm kommutativ:

dyp

R ——

g )
eXpGJv leXpH
G—*- H.

Korollar A.1.12. Jede Liegruppe besitzt eine eindeutige analytische Struktur,
beztiglich derer alle Morphismen von Liegruppen analytisch werden.
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Korollar A.1.13. Sei H — G eine Lie-Untergruppe, d.h. ein Morphismus
von Liegruppen, der eine injektive Immersion ist. Dann ist H eine initiale
Untermannigfaltigkeit, d.h. eine beliebige Abbildung ¢ : M — H wvon einer
Mannigfaltigkeit M ist glatt genau dann, wenn die induzierte Abbildung
M — G glatt ist.

Beispiel A.1.14. Die Exponentialabbildung von GL, (F) ist das Matrixexpo-

nential
oo

90, (F) — GLo(F) sz — %x"
n=0

Proposition A.1.15. Sei G eine Liegruppe und H eine abgeschlossene
Untergruppe. Dann ist H eine Untermannigfaltigkeit in der Relativtopologie
und mit dieser Struktur eine Liegruppe. Die Liealgebra ) von H ist

b:{xeg‘VtER:exp(m)eH}

Beispiel A.1.16. Fir F # H sei SL,(IF) die Menge der g € GL,(F) mit
detp g = 1. Fiir F = I definiert man

SL,,(H) := SLa,(C) N GL,, (H).

Dann ist SL,, (F) eine abgeschlossene Untergruppe von GL,,(F) und folglich
eine Liegruppe. Die Liealgebra ist

sl (F) = {z € gl,(F) | tra =0} (F=R,C), sl,(H) = sl,(C) N gl, (H).

A.2 Quotienten, homogene Raume und Bahnen

Theorem A.2.1 (Godement). Sei M eine Mannigfaltigkeit und R eine
Aquivalenzrelation. Man versehe den Quotientraum X/R mit der Quotienten-
topologie und bezeichne die kanonische Projektion mit 7 : X — X/R. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Der Quotient X/R ist mit der gegebenen Topologie eine glatte Man-
nigfaltigkeit und m: X — X/R ist eine Submersion.

(ii) Die Teilmenge R C X x X ist eine abgeschlossene Untermannigfal-
tigkeit und die Einschrinkung von ps auf R ist eine Submersion R — X.

In diesem Fall ist die Mannigfaltigkeitsstruktur auf X/R mit (i) eindeutig.
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Definition A.2.2 (Eigenschaften von Wirkungen). Sei a : M xG — M eine
glatte Rechtswirkung der Liegruppe G auf der Mannigfaltigkeit M. Betrachte
die Abbildung

(p1,a) M xG— M xM:(x,g9) — (x,z-g).

Dann heift die Wirkung a frei, wenn (p1,a) injektiv ist und transitiv, wenn
(p1,a) surjektiv ist. Sie heifst einfach transitiv, wenn (p1,a) bijektiv ist. Sie
heiflt eigentlich, wenn (p1,a) eine eigentliche Abbildung ist (d.h. Urbilder
kompakter Mengen sind kompakt).

Die Wirkung a heifst effektiv, wenn die induzierte Abbildung G —
Diff(M) : g — (x — x - g) injektiv ist.
Bemerkung A.2.3. Eine freie Wirkung ist eigentlich genau dann, wenn (p1, a)

eine abgeschlossene Abbildung ist.

Korollar A.2.4 (Quotienten freier eigentlicher Wirkungen). Sei a : M x
G — M eine freie eigentliche Rechtswirkung der Liegruppe G auf der
Mannigfaltigkeit M. Dann induziert (p1,a) einen Diffeomorphismus M X
G — im(p1,a) = R auf eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von
M x M, die die Voraussetzungen von Theorem A.2.1 erfiillt.

Insbesondere existiert X/G als Mannigfaltigkeit und die kanonische Pro-
jektion w: X — X/G ist eine Submersion. Folglich gilt

dim X/G = dim X — dim G.

Beispiel A.2.5. Sei G eine Liegruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe.
Dann ist die Wirkung von H auf G durch Rechtstranslationen frei und
eigentlich, so dass der Quotient G/H existiert und 7 : G — G/H eine
Submersion ist. Es gilt

dimG/H = dim g — dim b.
Solche Quotienten bezeichnet man als homogene Rdume.

Konstruktion A.2.6 (Bahnen von Wirkungen). Sei a: M x G — M eine
Rechtswirkung und x € M. Sei

Gm::{g€G|:U-g:x}

die Isotropiegruppe von der Wirkung an z. Sie ist in G abgeschlossen, also
eine Liegruppe. Die Wirkung induziert eine Immersion

agy : G/Gy — M : g — x - g,
die Bahnabbildung heifst. Ihr Bild x - G heiftt die Bahn von G durch z.
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Beispiel A.2.7. Der Torus ist T := C/(Z +iZ). Sei 0 € (0, 1) eine irrationale
Zahl. Die additive Gruppe G = (R, +) wirkt auf T' durch [z] - & == [2e?>7%07].
Die Bahnabbildung R — T durch einen beliebigen Punkt = hat dichtes
Bild. Insbesondere triagt G/G, nicht die Relativtopologie von T. (Denn
G /G, ist lokal-kompakt und eine Teilmenge von T ist lokal-kompakt in der
Relativtopologie genau dann, wenn lokal abgeschlossen.)

Proposition A.2.8. Seia : M x G — M eine transitive Wirkung und
x € M. Dann ist die Bahnabbildung a, : G/Gy — M ein Isomorphismus
von Mannigfaltigkeiten.



Anhang B

Der Satz von Frobenius

B.1 Distributionen und Blatterungen

Definition B.1.1 (Distributionen). Sei M eine Mannigfaltigkeit und D
eine Menge von Vektorfeldern, die unter der Multiplikation mit Funktionen
abgeschlossen ist. Dann heifst D eine Distribution, falls die Funktion

M — N:z +— dim{v(z) | v € D}

lokal konstant ist.

Eine D-Karte ist ein Tripel (P,p,Q), wobei P C M offen ist, @ eine
Mannigfaltigkeit und p : P — @ eine Submersion, so dass D|p die Menge
der Vektorfelder v ist, fiir die

v(fop)=0

fiir alle Funktionen f auf @ gilt. Das Paar (M, D) heift eine Blatterung, falls
M eine offene Uberdeckung durch D-Karten hat.

Eine Teilmenge F C T'M heilst Totalraum von D, falls fiir alle offenen
U C M gilt: Djy =T(U,E) = {s € T(U,TM) | s(U) C E}. Offenbar besitzt
D einen Totalraum, der ein Unterbiindel von T'M ist, genau dann, wenn D
eine Blatterung ist.

Theorem B.1.2 (Frobenius). Sei M eine Mannigfaltigkeit und D eine
Distribution. Dann ist (X, D) eine Bldtterung genau dann, wenn D involutiv
ist, d.h. wenn [D, D] C D gilt.

Beweisskizze. Man zeigt durch lineare Algebra, dass es es lokale Schnittbasen
(€a)as<k von D und lokale Koordinatensysteme (%) gibt, so dass [eq, eq/] = 0
und (e,) U (%)bk eine lokale Schnittbasis des Tangentialbiindels ist.

7
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Sei ¢q(t)(x) der Fluss von e,. Dann ist die Abbildung
¢:(—€,6)kx{x“:0‘a<k}—>M
(tl, - ,tk,x) — ((f)1(t1) 0---0 ¢k(tk))(a:)

nach der Voriiberlegung ein lokaler Isomorphismus. Die erste Projektion auf
dem Definitionsbereich von ¢ definiert die gesuchte Submersion. O
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