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Aufgabe 20. Sei M eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit und m0 ∈ M . Sei
π : P →M ein G-Prinzipalbündel und fixiere p0 ∈ π−1(m0). Sei ferner ω ∈ Ω1(P, g)
ein flacher Prinzipalzusammenhang. Für jeden Pfad γ : [0, 1] → M mit γ(0) = m0

bezeichne hγ,p0 den horizontalen Lift mit hγ,p0(0) = p0. Für eine Schleife γ mit
γ(0) = m0, ist dann hγ(1),p0 = p0 · gγ für ein eindeutiges g ∈ G. Man zeige, dass

holω,p0 : π1(M,m0) // G, [γ] 7→ gγ

wohldefiniert ist und einen Gruppenhomomorphismus definiert.
Hinweis: Man zeige zunächst, dass gγ1 = gγ2 für zwei homotope Wege γ1 und γ2.

Dazu sei H : [0, 1]×[0, 1]→M eine Homotopie von γ1 nach γ2. Man wende Aufgabe
18 an, um eine horizontale Abbildung [0, 1]× [0, 1]→ H∗(P ) zu konstruieren.

Aufgabe 21. Sei T der Torus und fixiere den Basispunkt m0 = (1, 1). Sei π : R2 →
T die Projektion (x, y) 7→ (exp(2πix), exp(2πiy)). Sei G eine zusammenhängende
Lie-Gruppe und sei

α : π1(T,m0) // G

ein Homomorphismus.

(a) Man zeige, dass

R2 ×π1(T,m0) G
// T, [(x, y), g] 7→ π(x, y)

ein G-Prinzipalbündel definiert. Hierbei wirkt π1(T,m0) = Z×Z, vermöge
(x, y) · (n,m) 7→ (x+ n, y +m) von rechts auf R2 und vermöge α von links
auf G.

(b) Man zeige, dass die Distribution

TR2 ↪→ TR2 ×π1(T,m0) TG
∼= T (R2 ×π1(T,m0) G)

einen flachen Zusammenhang ωα definiert. (Hinweis: Aufgabe 18.)
(c) Man zeige, dass holωα,(0,0,e) = α.
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