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Aufgabe 15. (8 Punkte) Sei π : γ1,n+1 → CPn das tautologische Bündel und

ι : γ1,n+1 → Cn+1

die Einbettung in das triviale Vektorbündel von Rang n+ 1 aus Aufgabe 8.

(a) Man zeige, dass

∇γ1,n+1

X (s) := pπ(s)(X(ι(s))), s ∈ Γ(U, γ1,n+1), X ∈ Γ(U, TCPn)

eine kovariante Ableitung auf γ1,n+1 definiert. Hierbei ist X(−) die flache
Ableitung vektorwertiger Funktionen und für einen Untervektorraum V ⊆
Cn+1 bezeichnet pV : Cn+1 → Cn+1 die orthogonale Projektion. Analog

definiere man auf γ⊥1,n+1 eine kovariante Ableitung ∇γ
⊥
1,n+1 .

Man zeige, dass dann

(∇Xf)(s) := ∇γ
⊥
1,n+1

X (f(s))− f(∇γ1,n+1

X s),

wobei f ∈ Γ(U,Hom(γ1,n+1, γ⊥1,n+1)), s ∈ Γ(U, γ1,n+1) undX ∈ Γ(U, TCPn),

eine kovariante Ableitung auf Hom(γ1,n+1, γ
⊥
1,n+1) definiert.

(b) Man identifiziere Cn ∼= u(1 + n)/(u(1) × u(n)) mit dem Untervektorraum
der Matrizen in u(1 + n) der Form(

01 v
−v̄t 0n

)
und zeige, dass dies CPn ∼= U(1 + n)/U(1) × U(n) die Struktur eines re-
duktiven homogenen Raums gibt. Unter Verwendung des Isomorphismus
Hom(γ1,n+1, γ

⊥
1,n+1) ∼= TCPn aus Aufgabe 9 vergleiche man nun die dem

Zusammenhang aus Beispiel 2.1.20 zugeordnete kovariante Ableitung auf
TCPn mit der kovarianten Ableitung aus (a).
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