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Aufgabe 7. (4 Punkte) Sei M = G/H ein homogener Raum. Ein homogenes
Vektorbiindel iiber M ist ein Vektorbiindel £ — M zusammen mit einer Wirkung
von G auf dem Totalraum FE, so dass gilt:
(1) Das Diagramm
GxE——F

L

GxM——M
kommutiert.

(2) Fiir jedes m € M und g € G ist die Abbildung E,, = Eg4.pm, v — g - v,
linear.

Man zeige, dass jedes homogene Vektorbiindel isomorph zu einem zum H-Prinzipal-
blindel H — G — G/ H assoziierten Vektorbiindel ist. Man folgere, dass T(G/H) =
G x g g/b, wobei H auf g/b durch Konjugation wirkt.

Hinweis: Da H trivial auf eH € M wirkt, liefert die G-Wirkung auf E eine
lineare H-Wirkung auf F.y. Dann ist E 2 G Xy E.py.
Aufgabe 8. (4 Punkte) Sei 1 <k <n und sei 7: Vj ,(C) = Gr,,(C) das in der
Vorlesung konstruierte U (k)-Prinzipalbiindel iiber der Gramannschen.

(1) Sei yg,n das assoziierte Vektorbiindel V4 ,,(C) xy(x) C* — Gryn(C), wobei
U(k) durch die Standarddarstellung auf C* wirkt. Man zeige, dass die
Abbildung (f,v) = (7(f), f(v)), (f,v) € Vi.n(C) x C*, eine Einbettung von
Vk,n 10 das triviale Vektorbiindel Gry »(C) x C™ — Gry, »(C) induziert und
schliefe, dass der Totalraum von 7y, ,, durch {(z,v) € Gry ,(C)xC" | v € z}
gegeben ist.

(2) Sei nun k = 1 und fiir [ € Z bezeichne C(I) die durch (A, z) — Az, (), 2) €
U(1) x C, gegebene 1-dimensionale U(1)-Darstellung. Sei y; das assoziierte
Vektorbiindel V1 ,(C) xy1y C(I) = Gr1,(C). Man zeige, dass p; = ’y?ﬁi
fiir 1 > 0 und gy = (31,,)®Y fiir 1 < 0.

Aufgabe 9. (4 Punkte) Sei vf:n 41 das orthogonale Komplementbiindel zu 1,41,
das heiit der Totalraum ist gegeben durch {(z,v) € Gry ,4+1(C) x C*"** |z L v}.
Man konstruiere einen Isomorphismus von komplexen Vektorbiindeln

TCP" = Hom(71,n+177in+1).
Hinweis: Man schreibe v; 41 als assoziiertes Biindel
U(l + TL) XU@)xU(n) C—cCcprPm,

wobei U(1) x U(n) auf C durch (\, 4, z) — Az wirkt. Ahnlich kann mit Yint1
verfahren werden. Dann wende man Aufgabe 7 auf den homogenen Raum CP"™ ==
U(14+n)/U(1) x U(n) an und zeige, dass der Isomorphismus komplex linear ist.



