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Aufgabe 1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n mit Rahmenbündel
GL(M)→M . Definiere

O(M, g) :=
⋃

m∈M

{(m, (v1, . . . , vn)) ∈ GL(M)m | (v1, . . . , vn) orthonormal bezüglich gm} ⊆ GL(M).

Zeige:

(1) O(M, g) ⊆ GL(M) ist eine Untermannigfaltigkeit und die Projektion O(M, g) → M
ist glatt.

(2) Die Rechtswirkung von GL(n) auf GL(M) schränkt sich zu einer glatten Rechtswirkung
von O(n) 6 GL(n) auf O(M, g) ein.

(3) Bezüglich dieser Wirkung ist O(M, g)→M ein O(n)-Prinzipalbündel.

Aufgabe 2. Betrachte die n-Sphäre Sn ⊂ R1+n mit der von der Standardmetrik auf R1+n

induzierten Metrik g. Sei O(n)→ O(1 + n) die Inklusion A 7→
(

1 0
0 A

)
.

(1) Zeige, dass A 7→ A(e1) einen Diffeomorphismus O(1 + n)/O(n) ∼= Sn induziert, wobei
e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ R1+n.

(2) Konstruiere einen Isomorphismus von O(n)-Prinzipalbündeln

O(1 + n) //
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O(Sn, g)
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Sn.

Aufgabe 3. Welche der Vektorbündel TSn (n ∈ {1, 2, 3}) und TSn⊕R (n ∈ N) sind trivial?
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