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Die Vorlesung folgt anfangs dem schonen Buch [Fol95]. Teile dieses Skripts pa-
raphrasieren den Text des Buches, der sich kaum verbessern lasst. Weitere ver-
wendete Literatur ist das Buch [DE09] und fiir das Kapitel iiber kompakte Grup-
pen das Vorlesungsskript [JohO5].
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() Einleitung

Das Ziel dieser Vorlesung ist grob gesprochen die Verallgemeinerung der klas-
sischen Fourieranalysis auf R in den Rahmen allgemeinerer lokal-kompakter
Gruppen. Dies fiihrt zu einer Neuinterpretation der Fouriertransformation und
zur Entdeckung neuer Querverbindungen zwischen zuvor isolierten Sachver-
halten. Ein Slogan konnte sein: Aus “harmonischer Analysis” (Analysis im Fre-
quenzbereich) wird “Darstellungstheorie”.

Dies wollen wir anhand eines konkreten Beispiels nachvollziehen. Man kann sich
etwa fragen: Was haben die Fourier-Inversionsformel und die Poisson-Summa-
tionsformel miteinander zu tun?

Erinnern wir uns zunichst einmal an diese Formeln. Sei f € L1 (R) und definiere

f& = J[Re—z"ixﬁf(x) dx .
Ist f € LI(R), so gilt fiir fast alle x
foo = | e dE. (FD)

Sei f € Co(R). Falls (f(1n))nez € £1(2), so gilt

S fx+n) = f(n)eminx, (PS)
n=—oco —

Auf den ersten Blick haben beide Formeln kaum etwas miteinander zu tun. Wir
zeigen nun, wir man durch Verallgemeinerung der Formel (FI) die Formel (PS)
beweisen kann.

Sei dazu

R={E£:R—T| Estetig, E(x +¥) = E(X)E(y) Vx,y €R}.

Dann ist

R=1{e’& :x—e?™* | EcR} =R

als topologische Gruppen. Man setzt (x, &) = e?™*&_ Es sind dx,dE translati-
onsinvariante MaRe auf R, R und es gilt f(&) = [r (x,&) f(x)dx.

Man kann nun R durch eine beliebige lokal-kompakte abelsche Gruppe G er-
setzen und erhadlt die folgende allgemeinere Fourier-Inversionsformel: Ist ein
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f € LL(G) gegeben, so dass f € L}(G), so gilt fiir fast alle x € G

Fox) = Jé<x,§>f<§> dE . (D)

Mit dieser Formel fiir eine bestimmte Wahl der Gruppe G konnen wir nun (PS)
beweisen.

Sei also f € Ce(R) mit (f(n))nez € £1(2). Es gilt R/Z = T als topologische
Gruppen, via der durch 6 — €27 induzierten Abbildung, und [, g(0) d0 defiert
ein invariantes MaR auf R/Z. Weiter definiert > ,’__. g(n) ein invariantes MaR
auf Z. Es gilt

JRQ(X) dx = Jol i gx+n)dx = JR/Z ng(x +n)dndx

Nn=-—o00

fur alle g € C.(R).
Definiere nun F € C(R/Z) durch

Fx) = S flx+n) =sz<x+n)dn.

N=—0o0

Dies ist also die linke Seite der Gleichung (PS). Fiir G = R/Z gilt nach dem Ho-
momorphiesatz

G=7'={EcR|(x,E) =1VxeZ} = (¥ :x ~ ™" | ype7}.

Es folgt fiir alle n € G:

F(n) =J

R/Z

1 0o N
- jo S Flx + mye2mitermn gy LR o) f(x) dx = f(n)

(x,nYF(x)dx = J[R/Z Lf(x +m){x +m,n)ydmadx

da (x,n) = (x + m,n). Damit ist F = (f(n))nez e £1(7Z) und man kann (FI) fir
G = R/Z anwenden:

0 (o]

> flx+mn) = F(x) = Jé(x,n)ﬁ(n) dn= S Flnermion,

Nn=-—o0o Nn=-—o0o

zunachst fir fast alle x € G, aber aus Stetigkeitsgriinden sogar fir alle.
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1 Lokal-kompakte Gruppen

In diesem Kapitel besprechen wir einige Allgemeinheiten zu lokal-kompakten
Gruppen. Einiges Grundlegendes kann man fiir topologische Gruppen beweisen.
Fir das wichtigste Hilfsmittel fiir unsere Zwecke, das Haarmaf, sind die lokal-
kompakten Gruppen aber der richtige Rahmen. Seine Existenz und Eindeutig-
keit, und sich daraus unmittelbar ergebende Folgerungen, bilden den wichtig-
sten Teil des Kapitels.

1.1 Topologische Gruppen

Definition 1.1.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G mit einer Topolo-
gie, so dass die Abbildung G X G — G : (a,b) — a~!b stetig ist. Aquivalent: Mul-
tiplikation und Inversion sind stetig. Jede Gruppe kann als topologische Gruppe
betrachtet werden, indem man sie mit der diskreten Topologie versieht.

Wir fixieren etwas Notation. Das neutrale Element von G wird immer mit 1 be-
zeichnet werden. Fir A € G, x € G schreiben wir

xA={xy|yeA}, Ax={yx|yeA}l, Al ={y'|yeA].
Wenn B C G, so schreiben wir
AB={xy |x€A,yeB}.

Die Teilmenge A C G heiRt symmetrisch, falls A = A~1. Es ist eine niitzliche
Beobachtung, dass
ANB=0 < 1¢A'B.

Wir beginnen mit ein paar einfachen, grundlegenden Beobachtungen.
Satz 1.1.2. Sei G eine topologische Gruppe.

(i). Die Topologie ist invariant unter Translationen und Inversion. D.h., fir
offenes U ¢ G und A C G beliebig sind die Mengen AU, UA und U~! offen.

(ii). Zu jeder 1-Umgebung U gibt es eine symmetrische 1-Umgebung V mit
VvV cU.

(iii). Fir jede Untergruppe H C G ist auch der Abschluss H eine Untergruppe.

(iv). Jede offene Untergruppe von G ist abgeschlossen. (Nattirlich ist nicht jede
abgeschlossene Untergruppe offen!)

(v). Sind A, B C G kompakt, so auch AB.
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Beweis. (i). Es ist i : x — x~! stetig, also ist U"! = i~1(U) offen. Da (x,y) — xy
separat stetig ist, ist f : y — x~1y fir x € G stetig und xU = f~1(U) offen,
analog fir Ux. Es folgt, dass AU = Uyeca XU und UA = |Jyc4 Ux offen sind.
(ii). Die Stetigkeit der Multiplikation in (1, 1) impliziert W, W, C U fir gewisse
1-Umgebungen Wi, Wo. Dannist V.= Wy n Wyt n Wo n W5 ! eine symmetrische
1-Umgebung mit VV C U.

(iv). Fir das Komplement von H gilt G\ H = Uy¢yXxH,denn xH N H = & <
x ¢ HH~! = H. Alle der Mengen xH sind offen. Daher ist H abgeschlossen.
(iii), (v) sind einfach. O

1.1.3. Sei G eine topologische Gruppe und H eine Untergruppe. Der Raum G/H
aller H-Rechtssnebenklassen wird beztglich der kanonischen Projektionsabbil-
dung q : G — G/H : x — xH mit der Quotiententopologie versehen. D.h., eine
Teilmenge U C G/H ist offen genau dann, wenn g~ (U) offen in G ist.
Dann ist g eine offene Abbildung: Ist V C G offen, so ist gemdlR Satz 1.1.2 (i)
q '(q(V)) = VH offen in G, also q(V) offen in G/H.!
Satz 1.1.4. Sei H eine Untergruppe der topologischen Gruppe G.

(i). Ist H abgeschlossen, so ist G/H Hausdorffsch.

(ii). Ist G lokal-kompakt, so gilt dies auch fir G/H.
(iii). Ist H ein Normalteiler, so ist G/H eine topologische Gruppe.

Beweis. (i). Sei xH + yH.Dann ist 1 ¢ xH7y !, wobei die Menge xHy~! abge-
schlossen ist. Nach Satz 1.1.2 (ii) gibt es eine symmetrische 1-Umgebung U C G
mit UU nxHy~! = @. Es folgt

1¢U 'xHy 'U ' =UxH(Uy) ! = (UxH)(UyH)!

daU =U"'und HH = H. Damitist UxH nUyH = @, d.h., q(Ux) = UxH und
q(Uy) = UyH sind disjunkte Umgebungen von xH und yH.
(ii), (iii) folgen sofort, da g offen ist. O

Korollar 1.1.5. Ist G ein T;-Raum (d.h. Einpunktmengen sind abgeschlossen), so
ist G Hausdorffsch. Ist G kein T;-Raum, so ist N = {1} ein abgeschlossener
Normalteiler und G/N ist eine Hausdorffsche topologische Gruppe.

Beweis. Sei N = {1}. Dann ist N die kleinste abgeschlossene Untergruppe von
G. Die Menge aller abgeschlossenen Untergruppen ist unter der Konjugation
mit g € G invariant. Es folgt fiir alle g € G, dass auch gNg~! die kleinste abge-
schlossene Untegruppe von G ist. Somit N = gNg~!, so dass N ein Normalteiler

1Dies gilt jenseits von Quotienten topologischer Gruppen nicht automatisch: Die kanonische
Abbildung f: Q = [0,1]?> — D auf das ‘Dreieck’ D = Q/[0, 1] x {1} ist nicht offen.
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ist. Nach (i) und (iii) in Satz 1.1.4 ist G/N eine Hausdorffsche topologische Grup-
pe. Dies zeigt die zweite Behauptung. Ist G nun T1, so gilt N = {1} und die erste
Behauptung folgt. O

1.1.6. Wie das Korollar zeigt, ist es keine Beschrankung der Allgemeinheit nur
mit Hausdorffschen topologischen Gruppen zu arbeiten. Wenn wir im folgenden
den Begriff lokal-kompakte Gruppe verwenden, so wird dies immer eine topolo-
gische Gruppe meinen, die lokal-kompakt und Hausdorf{fsch ist.

Satz 1.1.7. Sei G eine lokal-kompakte Gruppe. Dann besitzt G eine Untergruppe
H, die offen, abgeschlossen und o-kompakt ist. Insbesondere gilt: Hat G nur
abzahlbar viele Zusammenhangskomponenten (z.B. ist G zusammenhangend),
so ist G o-kompakt.

Beweis. Sei U eine kompakte symmetrische 1-Umgebung und sei U, = U ---U
(n Faktoren). Fur die von U erzeugte Untergruppe H C G gilt H = U,,_; Uy, (denn
U,' = Upy), also ist H o-kompakt. Fiir alle n ist Uy, eine Umgebung von Uy,
also ist H offen und somit auch abgeschlossen gemal Satz 1.1.2 (iv).

Es gilt nun G = U,¢y gH (disjunkte Vereinigung) und jede der Teilmengen gH
ist offen und abgeschlossen, also die Vereinigung von Zusammenhangskompo-
nenten. Besitzt G also nur abzadhlbar viele Zusammenhangskomponenten, so
gibt es hochstens abzahlbar viele Nebenklassen von H und G ist folglich o-
kompakt. O

Definition 1.1.8. Sei f eine Funktion auf G und y € G. Wir definieren Links- und
Rechtstranslate von f durch

Lyf(x)=f(y'x) und R, f(x)=f(xy).
Dann sind y ~ L, und y ~ R, Homomorphismen,
LyL; =1Ly, und RyR;=R,..
Wir sagen, f sei links bzw. rechts gleichmdiflig stetig, falls
ILyf — fllo =0 bzw. [Ryf - fllo -0 fir y—1.

Dabei ist || || die Supremumsnorm und wir schreiben f(y) — z fir y — 1,
falls es fiir alle € > 0 eine 1-Umgebung U mit | f(y) — z| < ¢ fir alle y € U gibt.

Satz 1.1.9. Sei G eine topologische Gruppe und C.(G) die Menge der stetigen
Funktionen f : G — R mit kompaktem Trager. Jedes f € C.(G) ist links und
rechts gleichmaRig stetig.

Beweis. Wir beweisen die rechts gleichmaRige Stetigekeit. Da C.(G) nicht von
der Gruppenstruktur abhangt, folgt die links gleichmaRige Stetigkeit dann durch
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Betrachtung der umgekehrten Gruppe G° mit der Verkniipfung (x,y) -~ yx
(diese ist homdomorph zu G).

Seien f € C.(G), K = supp f, € > 0. Fir alle x € K gibt eine offene symmetrische
1-Umgebung V, mit

|f(xz) - f(x)| <5 furalle z € VyVy.

Da K = Uyex XVy, gibt es endlich viele x1,...,x, € K, so dass K = U}“zl XV,
Seinun V = ﬂ;‘zl xjVx;, und y € V. Fur x € K gibt es ein j mit xJTIx € Vy;, SO
dass xj'xy € Vy,Vy, und

|fey) = FOOI < 1f O x ) = Fxepl + 1f () = flxtx)) | < €.

Eine dhnliche Abschitzung gilt fiir xy € K. Andernfalls gilt xy,x ¢ K und
f(xy) =f(x)=0,s0dass [Ryf — fllo <efiralleyeV. ——— 0O

1.2 Ein Beispiel: p-adische Zahlen

1.2.1. Einige Beispiele lokal-kompakter Gruppen sind GL(7n,R) und der Torus
T ={zeC | |z| =1} = R/Z. Beide Gruppen sind Liegruppen, d.h. sie sind
Mannigfaltigkeiten und ihre Verkniipfungen sind glatt. Ein einfaches Beispiel
einer lokal-kompakten Gruppe, die keine Liegruppe ist, ist das des Produkts
(2/27)® abzdhlbar unendlich vieler Kopien der zwei-elementigen Gruppe Z/27.
Wir mochten unseren Beispielvorrat etwas erweitern und betrachten daher auch
die Korper Q, der p-adischen Zahlen (p € P), die wir unten einfiihren. Man
kann auch Matrixgruppen tiber diesen Kérpern betrachten. Sie sind interessante
Beispiele lokal-kompakter Gruppen.

Definition 1.2.2. Sei p € P (also eine Primzahl). Aus der eindeutigen Existenz
von Primfaktorzerlegungen folgt, dass fiir alle ¥ € Q\ {0} ein eindeutiges m € Z
existiert, so dass ¥ = p™q und p weder Zahler noch Nenner der rationalen Zahl
q teilt. Man definiert die p-adische Bewertung |-|, : Q — Q durch

p™™ v =+0,r =pmq (wie oben) ,
|T|p:
0 r=0.

Es gilt
|71 + 12lp < max(|r1lp, 1721p) < |I71lp + 1721, und [r7r2ly = Ir1lplrel, . (1.1)

Der p-adische Abstand d, (71,72) = |11 — 121, ist insbesondere eine Metrik auf
Q (wegen der verscharften Dreiecksungleichung sogar eine Ultrametrik). Weiter-
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hin sind die Korperverkniipfungen auf Q beziglich d,, stetig.

Sei Q, die Vervollstiandigung von Q bzgl. |-[,. Dann ist Q, ein vollstandiger
Korper, genannt Korper der p-adischen Zahlen. Der folgende Satz erklart diese
Terminologie und beschreibt Q, ein wenig konkreter.

Satz 1.2.3. Seien m € Zund 0 < ¢j < p — 1 fur alle j < m. Dann konvergiert
> imcjp! in Qp. Jede p-adische Zahl ist Limes einer solchen Reihe.

Beweis. Fur alle m < k < £ gilt IZ}’?Z,< cjp’| < maxf-:kp‘f < p7k also ist die
Folge der Partialsummen eine |-|,-Cauchyfolge und die Konvergenz folgt.

Sei nun F die Menge aller Grenzwerte solcher ‘p-adischen Entwicklungen’. Of-
fenbar ist F unter Addition, Multiplikation und Divison abgeschlossen. (Man
verwende die uiblichen Algorithmen zur schriftlichen Addition, ...) Dass F auch
unter additiven Inversen abgeschlossen ist, folgt aus folgender Gleichung (wobei
cm *+ 0 sei):

-2 cpl= Y (p-l-cphp’+(p—cmp™.
Jj=m j=m+1

Somit ist F ein Korper.
Wir zeigen nun, dass Q C F. Da F ein Korper ist, reicht es zu zeigen, dass N C F.
Da jede natiirliche Zahl bei der Division durch p einen Teilungsrest0 <+ < p-1
besitzt, ist klar, dass jedes n € N sich als Z]}io cjpf mit 0 < ¢j < p—1 schreiben
lasst. Damit ist F ein Korper mit Q € F C Q. Es reicht nun zu zeigen, dass F
vollstandig ist.
Seien dazu x, = > ;¢ mp’ € F, so dass (xy) eine Cauchyfolge in Q, bilde. Fiir
jedes m € N existiert Ny, so dass |xx — x¢lp, < p~™ fur alle k,¥ > N,,. Fur
die Fortsetzung der p-adischen Norm |-|, auf Q, gilt |>; cjp’| = p~", wobei
n = min{jlc; # 0}.
Es folgt cjx = cjp fir alle j < m und k,£ > m. D.h., die Folgen (cjn)n wer-
den fur alle j stationdr, so dass die Grenzwerte c¢; = limy . Cj, existieren und
schlieRlich lim, x,, = X cjp’ € F gilt. O

1.24.Firr € Q, v > 0, und x € Q, sei
By(x)={yeQp | Ix—-ylp <7}

die abgeschlossene r-Kugel um x.
Die p-adische Norm |-|, nimmt laut Satz 1.2.3 nur die Werte 0 und pk k ez,
an. Ist also » > 0, so gibt es ein € > 0, so dass

Ix-ylp<r <o Ix-ylp<r+e.
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Daher sind die Mengen B, (x), v > 0, offen und abgeschlossen. Somit hat der
topologische Raum Q, eine Basis von offenen und abgeschlossenen Mengen.
Man sagt, Q, sei total unzusammenhdngend. Da Q dicht in Q,, ist, hat Q, keine
isolierten Punkte. Man kann damit zeigen, dass Q, homdomorph zum Schnitt
der Cantormenge mit O, 1[ ist.

Aus der ultrametrischen Ungleichung (1.1) folgt, dass

Y €By(x) = By(x) =By (y) .

Weiterhin sind B, (0), » > 0, additive Untergruppen von Q, und Z, = B;(0) ist
ein Unterring. Da Z;":m cjp’ € Zp (mit ¢,y #+ 0) genau dann, wenn m > 0, folgt
aus Satz 1.2.3 sofort, dass Z, der Abschluss von Z in Q,, ist.

Satz 1.2.5. Der Quotient Z,/pZ, = Z/pZ ist die zyklische Gruppe der Ordnung
p. Jede Kugel B, (x) ist fiir m > n € Z die disjunkte Vereinigung von p™~" Ku-
geln vom Radius p". Die Kugeln B, (x) sind kompakt, also ist Q, lokal-kompakt
und 7, ist ein kompakter Unterring.

Beweis. Aus der Definition der p-adischen Bewertung folgt pZ, = B,-1(0), was
eine Untergruppe von 7, ist. Aus Satz 1.2.3 folgt sofort, dass Z,/pZ, = 7/pZ.
Insbesondere ist Z, die disjunkte Vereinigung von p Nebenklassen von pZ, und
letztere sind Kugeln vom Radius p~!.

Sei m > m. Es gilt Bym(x) = x + p~"Zp und Z,/p™ "Z, hat Ordnung p™",
so dass Z, die disjunkte Vereinigung von p™~" Kugeln vom Radius p"~™ ist.
Damit ist die Kugel By~ (x) die disjunkte Vereinigung von p™ " Kugeln vom
Radius p" = pmpn—m,

Folglich wird fiir jedes » > 0 und jedes € > 0 die Kugel B, (x) von endlich vielen
&-Kugeln uiberdeckt, d.h. sie ist prakompakt (totalbeschrankt). Da Z, vollstan-
dig ist (Abschluss von Z in Qp), sind die Kugeln B, (x) allesamt kompakt. Die
restlichen Behauptungen folgen sofort. O

1.3 Das HaarmaR

Definition 1.3.1. Im folgenden sei G stets eine lokal-kompakte Gruppe. Wir be-
zeichnen weiter mit C.(G) die Menge der kompakt getragenen stetigen Funktio-
nen auf G mit Werten in R und setzen

Ci(G) ={feC(G)\{0} | f=0}.

Der R-lineare Aufspann von C/ (G) ist C.(G).
Man erinnere sich daran, dass ein Radonmalf ein lokal endliches, von aulen re-
guldres Borelmal ist, das auf offenen Mengen und Borelmengen endlichen Mafes
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von innen reguldr ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz sind die Radonma-
Re u auf einem lokal-kompakten Raum X und die positiven Linearformen v auf
C:(X) in Bijektion via [ f du = v(f) fir alle f € C.(X).

Ein linkes bzw. rechtes Haarmafs auf G ist ein nicht-triviales RadonmaR pu, so
dass man die Gleichungen u(xE) = pu(E) bzw. u(Ex) = u(E) fir alle Borelmen-
gen F C G und alle x € G hat.

Satz 1.3.2. Sei u ein Radonmal auf G. Definiere ein weiteres RadonmalR fi durch
f(E) = u(E~1) fiir alle Borelmengen E.

(i). u ist ein linkes HaarmaR genau dann, wenn [ ein rechtes Haarmal ist.

(ii). Genau dann ist y ein linkes HaarmaR, wenn [ L, fdu = [ fdu fur alle
vy e Gund f € CiH(G).

Beweis. (i). Dies ist klar.

(ii). Definiert man p, durch u,(E) = p(yE), so gilt [L,fdu = [ fdu, fir
alle einfachen Funktionen f und daher auch fir alle f € Cf(G). Ist also u ein
HaarmaB, so gilt [L, fdu = [ fdup fur alle f € C}(G). Sei umgekehrt diese
Bedingung erfiillt. Die Gleichung gilt dann auch fiir alle f € C.(G) und auf dem
Darstellungssatz von Riesz folgt u = u,,. O

Bemerkung 1.3.3.

(i). Ob man linke oder rechte Haarmale betrachtet, ist nach obigem Satz irre-
levant. Wir werden im folgenden immer linke HaarmaRe betrachten. (Dies ist die
ibliche Wahl in der Literatur.)

(ii). Der folgende Satz, der die Existenz von Haarmalen garantiert, ist von fun-
damentaler Bedeutung. Fiir kompakte Gruppen wurde er von dem Ungarn Alfréd
Haar (1933) bewiesen, dessen Namen das HaarmaR auch tragt. Der allgemeine
Fall geht auf André Weil (1940) zuruck.

(iii). Fur die meisten konkreten Gruppen laft sich das Haarmall meist in ein-
facherer Form herleiten. Wir werden weiter unten einige Beispiele diskutieren.

Theorem 1.3.4. Jede lokal-kompakte Gruppe besitzt ein linkes HaarmaR A.

Beweis. Wir werden A als Funktional auf C.(G) konstruieren. Die Idee ist, alle
Funktionen f € C!(G) durch Linearkombinationen ».;c;Lx,@ zu approximie-
ren, wobei @ eine ‘Buckelfunktion’ ist. Nun muss fiir das gesuchte A gelten:
| 2jcily L@ dA = (2 ¢j) | @ dA. Daher entfernt man durch Normalisierung den
Faktor [ @ dA und 14Rt den Trager von @ schrumpfen, um A durch die Summen
> jCj zu definieren. (Auf diese Weise wird manchmal auch das tibliche Lebes-
gueintegral auf R eingefiihrt.)
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Definiere nun fir alle f, @ € C}(G):
(f:p) = inf{Z}l:l cj ‘ cj >0, f <Xl cjly;@ fiir gewisse x1,...,Xn € G} .

Offenbar ist (f : ) < oo, denn @ # 0 und supp f ist kompakt.
Diese GroRe hat folgende Eigenschaften:

(f:@)=(Lyf:@) furalle y € G, (1.2)
(i+tfer@) <)+ (21 @), (1.3)
(cf:@)=c-(f:@) furalle ¢c>0, (1.4)
(fi:@) <(f2:@) wannimmer fi < f2, (1.5)
(f @) > 1L (1.6)
o)<y e). (1.7)

Die ersten vier Aussagen sind leicht einzusehen. Die Ungleichung (1.6) folgt aus
Yicilx,@ < (2jcj)ll@lle fiir alle c; und @ € C{(G). Die Ungleichung (1.7)
sieht man wie folgt: Gilt f < > ¢;L,, @ und ¢ < >; b;Ly;, so folgt

f < Z] Cj Zi biLijxj(p = Zi,j biCjoiijQ .
Sei nun fy € C{(G) fest gewdhlt. Man definiert

_ ()
(fo:@)

Nach den Gleichungen (1.2)-(1.5) ist I, G-invariant, subadditiv, homogen vom
Grad 1 und monoton. Nach (1.7) gelten Ungleichungen (f : @) < (f : fo) (fo : @),

sowie (fo: @) < (fo: f)(f: ), also

Iy (f) far alle f,@ € C(G) .

(fo: NP <Ip(f) <(f:fo). (1.8)

Wiére nun I, bereits additiv, so konnte man den Beweis mit dem Darstellungs-
satz von Riesz an dieser Stelle beenden. Das folgende Lemma zeigt, wie dies
man durch Verkleinerung des Tragers von @ erreichen kann. —— O

Lemma 1.3.5. Seien f1, f>» € C}(G) und € > 0. Es gibt eine 1-Umgebung V C G,
so dass Iy (f1) + Iy (f2) < Iy (f1 + f2) + & flr alle @ mit supp@ C V.

Beweis. Sei g € C{(G) derart, dass lsupp(f+f) < g < 1. Setze h = f1 + fo + 0g
(wobei 6 > 0 spater bestimmt wird). Es gibt h; € C}(G) mit supp h; C supp f;
mit hh; = fi (i = 1,2), denn h > 6 auf supp f;. Nach Satz 1.1.9 existiert eine
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1-Umgebung V mit
lhi(x) —hi(y)| < furalle i=1,2,x 'yeV.
Sei nun supp@ C Vund h < > j¢;jLy;@. Dann gilt
filx) = h(x)hi(x) < 3jcj@(x; ' x)hi(x) < 3jcj@(x;'x) (hilx)) +6)

da [hi(x) — hi(x;)| < 6, wenn x;lx € supp @. Nach Definition ist h; + h < 1,
also folgt

(fi:@)+ (f2:@) <Xjci(hi(x)) +ha(x;) +20) < (1+28)Xjcj.
Da c; beliebig war, folgt (f1: @) + (f2: ) < (1 +26)(h: @) und

Ip (f1) +1p(f2) < (1 +28)Ip(h) < (1 +20)(Ip(fi + f2) + 61p(9)) -
Es reicht also, 6 > 0 so klein wéhlen, dass

20Ip(fi+ f2) +6(1+8)Ip(g) < ¢

gilt. Damit folgt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 1.3.4 (Fortsetzung). Fir alle f € C!(G) betrachte man
das Intervall X7 = [(fo: f)7%, (f : fo)]. Definiere

X =T X = {1:CEG) =10,00] | I(f) € Xy fiar alle f € CHG) -

Mit der Produkttopologie versehen ist X ein kompakter Hausdorffraum (Satz
von Tychonov) und nach (1.8) ist I, € X fir alle @ € C/(G).
Fur jede 1-Umgebung sei Ky der Abschluss in X der Menge {I, | supp@ C V}.
Die Familie (Ky) hat die endliche Durchschnittseigenschaft (der Schnitt jeder
endlichen Teilmenge ist nicht leer): Es gilt Kﬂ}‘zl v; C ﬂ}“zl Ky;.
Da X kompakt ist, gibt es ein I € (), Ky. Das bedeutet, dass es fiir alle 1-
Umgebungen V, alle ¢ > O und alle f1,..., fn € C(G) ein @ gibt mit supp@ C V
und

I(fj) —Ip(fj)l <& furalle j=1,...,n.

Mit Lemma 1.3.5 folgt, dass I additiv, 1-homogen, G-invariant und monoton ist.
Man sieht leicht, dass sich I eindeutig zu einem invarianten positiven linearen
Funktional auf C.(G) fortsetzt, welches ungleich 0O ist. Nach dem Darstellungs-
satz von Riesz folgt die Behauptung. O

Satz 1.3.6. Sei A ein linkes Haarmal auf G. Dann gilt A(U) > O fir alle offenen
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@+UcCGund | fdA >0 fur alle f € C/(G).

Beweis. Sei A(U) = 0. Jedes Kompaktum K lasst sich mit endlich vielen Transla-
ten von U tuberdecken, also folgt A(K) = 0. Da G eine Borelmenge ist und A von
innen regular auf der offenen Menge G, folgt A(G) = 0, ein Widerspruch.

Fir f € C/(G) ist U = {x|2f(x) > ||fll~} offen und nicht leer, also folgt
[ £dA> 3 flleA(U) > 0. O

Theorem 1.3.7. Seien A, u linke HaarmaRe auf G. Dann gibt es eine Konstante
c > 0, sodass u = cA.

Bemerkung 1.3.8. Es ist leider im allgemeinen nicht moéglich, hier den Satz von
Radon-Nikodym zu benutzen, da G nicht o-kompakt sein muss.

Beweis. Die Aussage des Theorems ist dquivalent zur Existenz einer Konstanten

c>0,sodassc = % fur alle f € C{(G).

Sei Vj eine kompakte symmetrische 1-Umgebung. Definiere fiir alle f € C} (G)

Ay = (supp f)Vo + Vo(supp f) .

Dann ist Ay kompakt und fir alle y € Vj hat die Funktion x ~ f(yx) — f(xy)
ihren Trager in Ay.

Seien f,g € C}(G) und ¢ > 0. Es gibt nach Satz 1.1.9 eine symmetrische 1-
Umgebung V C V), so dass

lh(xy) —h(yx)|<e furalle yeV,xeG,he{f,g}.

Sei x € C}(G) derart, dass suppx C V und x(x) = x(x~1) fiir alle x € G. Dann
gilt

jxdu jfdA - Hx(y)f(x) AA(X)du(y) = Hx(y)f(yX) A du(y) .
Da x(y) = x(y~1) fur alle y € G, folgt andererseits

| xaa | fau- |

]x(x)f(y)dzux)du(y) _ j X L) £ () dA GO dp ()
- ﬂjpx(X‘ly)f(y) dp(y)dA(x) = Hx(y)f(xy) dp(»)dA(x)

[ XN f(xy) dA ) du(y) .

Somit

dequd?\—de)\deu‘

< Hx(y)lf(xy) — Frx) | dA)AR(Y) < EA(A ) jxdu |




1.3. Das Haarmaf 15

also nach Division durch [ xdu [ f du

[xd\A [ fdA
Ixdu [fdu

Eine dhnliche Ungleichung gilt fiir g und man erhalt insgesamt

AAp)
[fdx-

<

[gdx [ fdA <E_[7\(Af)+7\(Ag)]
[gdu [fdul [fdx  JgdAl®

Dies zeigt die Behauptung. O

Der obige Beweis vereinfacht sich stark, wenn man den Satz von Radon-Niko-
dym anwenden kann. Dieser setzt aber voraus, dass eines der Malke o-endlich
ist. Dies kann man nur erwarten, wenn G o-kompakt ist (was aber im allgemei-
nen nicht der Fall ist).

1.3.9. Im folgenden konstruieren wir einige HaarmaRe explizit.

Falls G eine Liegruppe ist, kann man ein links Haarmal auf zwei Weisen erhal-
ten. Entweder man wahlt ein reelles Skalarprodukt b auf T;(G) und definiert
eine G-invariante Riemannsche Metrik g durch Linkstranslationen:

gldly(u),dlyv) = b(u,v) fuaralle u,v e T1(G),xeG.

Dann ist das Riemannsche MaR ein HaarmaR. Oder man wahlt eine nicht ver-
schwindende Volumenform wg € /\dimG T*(G) und definiert w(x) = ¥ ;wo.
Dann definiert das Funktional f — [, fw ein HaarmaR.

Als einen Spezialfall betrachte man G offen in R"” und xy = A(x)y + b(x)
fiur differenzierbare Abbildungen A : G — GL(n,R), b : G — R"™. Dann ist
|det A(x)| ! dx ein Haarmal auf G. Als Spezialfille bekommt man, dass f%
ein Haarmal von (R \ {0}, ) ist und |detT| " dT eines von GL(n,R) C R"*",
Diese sind linke und rechte Haarmale.

Ein weiteres Beispiel aus dieser Klasse ist die ax + b-Gruppe. Dies ist die Gruppe
G der affinen Transformationen x — ax + b von R, wobei a > O und b € R.
Ein linkes HaarmaR auf dieser Gruppe ist durch d‘;‘fb gegeben, wohingegen ein
rechtes durch @ gegeben ist.

Ein Haarmal auf (C\ {0}, -), mit Koordinaten z = x + iy, ist gegeben durch
;fzxfyyz. Linkstranslation ist hier (x + iy)(u + iv) = xu — yv + i(xv + yu),
d.h. die 2 x 2-Matrix A(x + iy) ist in diesem Fall A(x + iy) = (3 ') und
detA(x +1iy) = x2 + y°.

SchlieRlich hat man auf der Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen («;j;), &ij = 0
fur alle i > j, mit Diagonalelementen «;; = 1 das linke und rechte Haarmal
[li<jdai;. Dies ist der Fall einer nilpotenten Liegruppe (d.h. ad x ist fir alle

Elemente x € g = T;(G) nilpotent). Diese kann als offene Teilmenge ihrer Lie-
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algebra betrachtet werden. Wegen der Nilpotenz konnen die linearen Teile der
Linkstranslationen nur Determinante 1 haben. (Alle Eigenwerte = 1.)

1.3.10. Seien Gy,..., G, lokal-kompakte Gruppen mit gegebenen linken Haarma-
Ren Aq,...,A,. Das Radonprodukt A der A; ist das dem linearen Funktional

fHJ---Jf(xl,...,xn)dxl---dxn

zugeordnete RadonmaR. Dies ist ein HaarmaR fiir G = []}_; G;. Wenn die G,
nicht o-kompakt sind oder das zweite Abzahlbarkeitsaxiom nicht erfiillen (d.h.
ein G; hat keine abzdhlbare Basis der Topologie), ist A nicht das gewohnliche
ProduktmaR bzw. noch nicht einmal eine Fortsetzung dieses Males. Die Borel-
o-Algebra eines Produkts wird in der Regel nur von den Produkten von Borel-
mengen erzeugt, wenn die Faktoren das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillen.
Wenn die Faktoren nicht o-kompakt sind, so steht die duRere Regularitdt des
HaarmaRes im Widerspruch zur iiblichen Definition des Produktmales.

Sei zB. G = R X Ry, wobei R; die additive Gruppe (R, +) mit der diskreten
Topologie sei, und A ein HaarmaR auf G. Die Einschrankung von A auf H ist
notwendigerweise ein Vielfaches des Lebesguemalies.

Es ist weiter H = R x O eine offene, o-kompakte Untergruppe. Die abgeschlos-
sene Teilmenge Y = 0 X R; hat unendliches MaR: Denn nach der duleren Re-
gulariat gibt eine offene Teilmenge U D Y mit A(U) < A(Y) + 1; aber es gilt
UnyH =Un (R X {y}) = @ fur alle y € Y. Da Y tuberabzahlbar ist und
AU N yH) > 0 gilt, gibt es ein € > 0 mit A(U n yH) > ¢ fiir iberabzahlbar viele
v € Y.Es folgt A(U) = co und somit A(Y) = oo.

Andererseits ist Y N H vom Mal} Null. Ist also pu das Produkt der HaarmaRe von
R und Ry, so gilt u(Y) = 0.

1.3.11. Seien nun G4, « € A, kompakte Gruppen mit (linken) HaarmaRen A,. (Wie
wir bald sehen werden, sind dies automatisch auch rechte Haarmale.) Dabei
darf die Menge A beliebige Kardinalitat haben. Wir nehmen an, dass Ay (Gy) =1
sei. Sei G = [[yea Gx und definiere Cr(G) = Upca C(II1xep Ga), Wobei B die
endlichen Teilmengen von A durchlaufe.

Offenbar ist Cr(G) eine unitale, involutive Unteralgebra von C(G), die die Punk-
te von G trennt. (Verschiedene Punkte in G unterscheiden sich in einer Koordi-
nate.) Nach Stone-Weierstral ist Cr(G) also dicht in C(G) und stetige lineare
Funktionale sind eindeutig bestimmt durch ihre Einschrankung auf Cr(G).
Sei f € C([1j-1 Gu,) C Cr(G). Definiere I(f) durch

I = [ | o) i+ e,
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Dadurch ist ein links-invariantes, positives Funktional I auf Cr(G) definiert, fiir
dass I(1) = 1 und I(f) < ||flle gilt. Das der eindeutigen Fortsetzung dieses
Funktionals zugeordnete Radonmal ist ein HaarmaR fiir G.

1.3.12. Von besonderem Interesse ist das Beispiel G = (Z/27)® = [[yZ/2Z. Das
auf das Volumen 1 normierte Haarmal} von Z/27 ordnet jeder Punktemenge das
MaR % zu. Die Elemente von G sind unendliche Folgen a a; - - - mit a; € {0, 1}.
Sei ¢ : G — [0,1] definiert durch ¢p(ajaz---) = O0.ajaz--- = >pqax2~
Diese Abbildung ist weder stetig noch ein Gruppenhomomorphismus (nach R),
besitzt aber dennoch einige interessante Eigenschaften.

Zunachst beachte man, dass ¢ fast bijektiv ist: Fur alle x € [0,1] besteht
¢~1({x}) aus einem Punkt, es sei denn, dass x = j2~K mit 0 < j < 2k, in wel-
chem Fall ¢~ ({x}) genau zwei Punkte enthélt. (Dies folgt aus der Gleichung
27k = 2113+1 27")

Wir behaupten nun, dass ¢ messbar ist das Haarmall y auf G auf das Lebes-
guemaR A auf [0, 1] abbildet. Aus der obigen Uberlegung iiber die Urbilder von
Punktmengen folgt, dass ¢—1(I) fir I = [j27%,(j + 1)27%], j < 2% der Form
[Ti“ E; mit #E; = 1 fiir alle i < k und E; = 7Z/27 fiir alle i > k ist. Da Punkte in
/27 das MaR 3 haben, folgt u(¢p—"(I)) = 27 = A(I).

Nun bilden die disjunkten endlichen Vereinigungen der Mengen vom Typ I
bzw. E Mengen-Algebren Ao 1; und Ag, die die Borel-o-Algebren von [0, 1] und
G erzeugen (Definition der Produkttopologie). Weiter gilt A = ¢ (u) auf Ag 1.
Standardargumente zeigen nun, dass A = ¢ (u) gilt.

1.3.13. SchlieRlich zeigen wir, wie man ein Haarmal A auf (Q,, +) konstruiert.
Es reicht, die offene kompakte Untergruppe Z, zu betrachten. Dort fixieren wir
das MaB zu A(Z,) = 1. Wegen der Invarianz muss A(B;(x)) = 1 fur alle x € Q,
gelten. Fir m > 0 ist By=(x) die disjunkte Vereinigung von p™ Kugeln vom
Radius 1, also gilt A(Bpm(x)) = p™. Ebenso ist B; (x) die disjunkte Vereinigung
von p™ Kugeln vom Radius p~™. Da diese alle das gleiche MaR haben miissen
(Translationsinvarianz), folgt B,-=(x) = p~™, also Byk(x) = pk fiir alle k € Z.

Das MaR jeder Borelmenge E C G ist nun bestimmt durch die dullere Regulariat:

ME) =inf{ Y p™ | Ec T Bymi(xp} .

Diese dhnelt der Formel fiir das 1-dimensionale Lebesguemal. (Die Normierung
ist etwas anders, beim LebesguemaR ist das Mal} einer Kugel der Diameter, nicht
der Radius.)
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1.4 Modulfunktion

1.4.1. Sei im folgenden G eine lokal-kompakte Gruppe mit (linkem) HaarmaR A.
Ist x € G, so definiert Ay (F) = A(Ex) fur alle Borelmengen E ein weiteres Haar-
mak A,. Nach Theorem 1.3.7 gibt es also eine eindeutige Konstante A(x) > 0
mit A, = A(x) - A. Man sieht leicht ein, dass A(x) von der Wahl des HaarmaRes
A unabhangig ist.

Die so definierte Abbildung A : G —]0, o[ heiRt die Modulfunktion von G.

Satz 1.4.2. Die Modulfunktion A ist ein stetiger Gruppen-Homomorphismus, wo-
bei ]0,00[ C R\ {0} als Gruppe bzgl. - betrachtet wird. Weiter gilt

JRyfdAzA(y‘l)deA firalle f €L'(A), y €G . (1.9)

Beweis. Man hat A(xy)A = Axy = A(Y)Ax = A(x)A(Y)A, da Ay ein Haarmal ist
und Ay, = (Ax),. Folglich ist A ein Homomorphismus. Die Gleichung (1.9) folgt
aus [ Ry fdA = [ fdA, -1, welches sicherlich fiir f = 1¢ (E C G eine Borelmenge)
gilt und somit auch fiir alle f € L1(A).

Die Abbildung v — Ry f : G — C.(G) ist fiir f € C.(G) stetig nach Satz 1.1.9,
also folgt die Stetigkeit von A aus (1.9). O

1.4.3. Man schreibt auch dA(xy) fir dA,(x). Dann kann man die Gleichung
(1.9) auch in der Form dA(xy) = A(y)dA(x) schreiben.

Die Gruppe G heilt unimodular, falls A = 1 ist. Dies ist gemal (1.9) offenbar
dazu dquivalent, dass A auch ein rechtes HaarmaR ist. Abelsche Gruppen sind
offenbar unimodular, jedoch ist diese Eigenschaft viel verbreiteter. Es folgen
einige Beispiele.

Satz 1.4.4. Ist K eine kompakte Untergruppe von G, so gilt A|x = 1. Insbesonde-
re ist G unimodular, wenn G kompakt ist.

Beweis. Es ist H = A(K) eine kompakte Untergruppe von ]0,o[= (R, +), also
gilt H = {1}. O
Definition 1.4.5. Sei [G, G] die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G, die
alle Kommutatoren [x,y] = xyx~1y~! enthdlt. Man nennt [G,G] die Kom-
mutatoruntergruppe von G. Die Kommutatoruntergruppe ist ein Normalteiler,
da z[x,y]z™! = [zxz71,zyz"1] fiir alle x,y,z € G gilt. Folglich ist G/[G, G]
abelsch.

Satz 1.4.6. Sei N ein abgeschlossener Normalteiler von G mit A|y = 1, so dass
G /N kompakt ist. Dann ist G unimodular. Insbesondere gilt dies, wenn G/[G, G]
kompakt ist.
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Beweis. Gilt Aly = 1, so faktorisiert A durch die kompakte Gruppe G/N und
hat folglich kompaktes Bild. Dann muss A = 1 gelten. Da fiir alle x, y € G gilt
A(lx,yD =[A(x),A(y)] = 1, folgt Alig,c1 = 1. O
Korollar 1.4.7. Sei G eine zusammenhédngende Liegruppe, deren Liealgebra g re-
duktiv ist, d.h. g = 3(g) @ [g,g], wobei 3(g) abelsch und [g,g] die Summe von
einfachen Idealen ist. Dann ist G unimodular.

Beweis. Man kann annehmen, dass G einfach zusammenhéangend ist (sonst fak-
torisiert man aus G nur eine zentrale diskrete Untegruppe aus). Dann ist G =
Z(G) x [G,G], wobei [G, G] die Liealgebra [g,g] hat. Da Z(G) abelsch ist, kann
man annehmen, dass g = [, g] ist. Dann ist aber G = [G, G] und die Behauptung
folgt sofort. O

Bemerkung 1.4.8. Man kann den Beweis so abwandeln, dass er auch fiir endlich
viele Zusammenhangskomponenten funktioniert. Dann ist G/[G, G] endlich.

In dieser Weise ist das Korollar auf alle klassischen Matrixgruppen anwendbar,
also G = GL(n,D),Sp(2n,R), etc. Auf diese Weise sind sowohl abelsche als
Gruppen, die weit davon entfernt sind, abelsch zu sein (einfache Liegruppen),
unimodular. Das einfachste Beispiel einer nicht unimodularen Gruppen ist die
ax + b-Gruppe. Allgemeiner kann man die Modulfunktion fiir eine zusammen-
hingende Liegruppe wie folgt bestimmen. (Wiederum spielen endlich viele Zu-
sammenhangskomponenten hier auch keine Rolle.)

Satz 1.4.9. Sei G eine zusammenhingende Liegruppe. Es gilt A(g) = detAd(g~!)
fir alle g € G.

Beweis. Sei w € Q"(G) links-invariant (n = dim G). Das Funktional f ~ [; fw
definiert ein HaarmalR. Es gilt nach (1.9) und der Linksinvarianz

_1 _ _ _
Alg >Jwa - jGuegf)w _ L(LgRgf)w — ().

Es ist LyRyf = f o cg-1, wobei cg(h) = ghg™!. Da g — ¢4 stetig ist und G
zusammenhdngend, erhilt ¢, die Orientierung. Dann gilt

() = [ epitregor = | rege

und die Behauptung folgt aus c¢j w = detdcy = detAd(g). O

Definition 1.4.10. Um Probleme mit Topologien auf G zu umgehen, die nicht
o-kompakt sind oder keine abzahlbare Basis besitzen, fiihren wir folgenden
Aquivalenzbegriff fiir RadonmaRe u, v auf einem lokal-kompakten Raum X ein:
Die MaRe p und v heilen stark dquivalent, falls es eine stetige Funktion f : X —
10, o[ gibt, so dass [y p dv = [y P f du fir alle ¢p € C.(X). Die Funktion f heilt
Dichtefunktion.
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Falls X o-kompakt ist (bzw. u o-endlich), reicht nach dem Satz von Radon-
Nikodym fiir die starke Aquivalenz, dass y und v die gleichen Nullmengen ha-
ben (d.h. dquivalent sind). Allgemeiner gilt folgendes.

Satz 1.4.11. Sei X lokal-kompakt und seien u,v stark dquivalente RadonmalRe
mit Dichtefunktion f. Dann gilt v(E) = [ f du fur alle Borelmengen E C X.

Beweis. Definiere ein BorelmaR v durch v(E) = [; f du. Um zu die Behauptung
zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass v von aullen regular ist und auf offenen
Mengen mit v uibereinstimmt.

Fir die dulere Regularitdt sei E eine Borelmenge mit V(E) < o und & > O.
Definiere V; = f~1(]2/72,27]) fur alle j € Z. Es gilt dann X = {J;V}, also auch
E=U;E;mitEj=EnV;.

Weiter ist u(Ej) < 2277 [ fdu = 22-J(E;) < 0. Da p von auRen regular ist, gibt
es fiir alle j offene Mengen E; C U; C V; mit u(Uj \ E;) < €4~1+1/D_ Dann gilt
V(Uj\ Ej) < 27p(U; \ Ej) < £2-@+iD und folglich ¥(E) < ¥ ;2-@+lih = 3¢,
Dies zeigt, dass v von aulen regular ist.

Sei nun U offen und ® = {¢p € C.(X) | 0<¢p <1, supp¢ C U}. Dann gilt
Vv(U) = supgee | pdu = supyee | ¢.f du. Da fO eine gerichtete Familie nach
unten halbstetiger Funktionen ist, die aullerhalb eines Kompaktums < 0 sind,
folgt auch supyeq [ Pf du = [y f du = v(U). O
Satz 1.4.12. Sei ¢ das durch o(E) = A(E~!) definierte rechte HaarmaR. Dann
sind A und g stark dquivalent und es gilt do(x) = A(x~1)dA(x).

Beweis. Es gilt
JRyf(X)A(xl) dA(x) = A(y) Jf(xy)A((xy)l) dA(x) = Jf(x)A(xl) dA,

wobei im zweiten Schritt (1.9) angewandt wurde. Damit ist A(x~1) dA(x) ein
rechtes Haarmal und folglich gleich cp fiir ein ¢ > 0. Angenommen, ¢ + 1. Dann
gibt es eine symmetrische 1-Umgebung U, so dass |A(x~1) — 1| < %Ic —1]|. Es
gilt A(U) = ¢(U), also

lc = 1IA(U) = |ce(U) = A(U)] < JUIA(X_I) — 11dA(x) < 5lc = 1IAU) ,

ein Widerspruch. O

Bemerkung 1.4.13. Die Formel do(x) = A(x~1) dA(x) kann auch auf folgende
Weise umgeschrieben werden:

dA(x ) =Ax HdA(x) und deo(x ') =A(x)do(x) . (1.10)

Dies erlaubt es, in Integralen x~! durch x zu ersetzen.
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1.4.14. Ist G nicht unimodular, so ist A unbeschrinkt, also enthalten die Raume
LP(A) und L?(g) fiir 1 < p < o nicht die gleichen Elemente. Sie sind jedoch
isometrisch isomorph. In der Tat, definiert man

F0) = fxY und Myf(x) =A0)Y?f(x)

fir Funktionen f auf G, so induzieren f ~ f und f — M, f isometrische Iso-
morphismen L7 (A) — L (p) fiir alle 1 < p < . Indem man sie verkniipft, erhalt
man folgenden interessanten isometrischen Automorphismus von L? (A):

M, F(x) = (Mpf)V(x) = Ax) VP f(x).

1.5 Faltung

Im folgenden sei jede lokal-kompakte Gruppe G stets mit einem festen linken
HaarmaR A versehen. Wir schreiben dx = dA(x), [ f = [ fdA, vol(E) = A(E),
LP(G) =LFP(A).

1.5.1. Sei M(G) = Co(G)’" der Vektorraum der beschrdnkten komplexen Radon-
male auf G und seien u,v € M(G). Definiere

I(p)=(Mm*Pp,uev) = J d(xy)du(x)dv(y) fiuralle ¢ € Cp(G) .

Dann ist I ein stetiges lineares Funktional: [I(¢)| < [Pl |lullllv]. Folglich exi-
stiert genau ein beschranktes komplexes Mall uy * v € M(G) mit

Jcl)(xy) du(x)dv(y) =1(¢) = qud(u xv) firalle ¢ . (1.11)
Da |lu * v| < ||jullllv]l, ist die so definierte Abbildung * : M(G) X M(G) — M(G)

stetig und bilinear. Man nennt *x das Faltungsprodukt.
Das Faltungsprodukt ist assoziativ, denn

[@awswxon = [[[ ey duco avin do@) = [ v« w).

Somit ist (M(G), *) eine komplexe Banachalgebra mit Eins 6 = 6;.
Man hat eine Injektion 6 : G — M(G) : g = 645 und 6x * 8, = Oxy, da

J(,bd(éx *0y) = Jcl)(ab) ddéx(a)doéy(b) = p(ab) .

Somit ist G abelsch, falls M(G) kommutativ ist. Die Umkehrung gilt auch, qua
Definition von .
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Nun definiert man durch pu*(E) = u(E-1) bzw.

| dawr = | oo anco - [ e auce)
eine Involution * auf M(G). Offenbar gilt

lp*ll = sup [[pdu*|= sup |[Pdul=ull.
19l <1 Il

Weiter ist

[ @ = [[FoDauco dvv) = [ pdws < v,

also ist M(G) mit dieser Involution eine involutive Banachalgebra.

1.5.2. In mancherlei Hinsicht ist M(G) zu grol, weshalb man die Teilmenge
LY(G) - M(G) : f — f(x) dx betrachtet.

Es ergibt sich fiir das Mall u = (f dx) *x (gdx):

[wau= [[ eecrrxgmaxdy = [[ erfeg) dydx
- [[sonrmgxydyax - [ o[ Feogx 1y dx) .,

denn es gilt

ﬂ|f<x>g<x—1y>| dy dx = j|f<x>| dx - j|g<y>| dy = Iflhlgl < o,

so dass die Voraussetzungen des Satzes von Fubini-Tonelli gegeben sind. Ins-
besondere ist das Integral (f * g)(y) = [ f(x)g(x~1y) dx fir fast jedes y € G
absolut konvergent und definiert eine Funktion f * g € L1(G), fiir die nach obi-
ger Rechnung u = (f * g) dx gilt. Man nennt auch f x g die Faltung. Es ist also
L!(G) eine (abgeschlossene) Unteralgebra von M(G). Da || f * gll1 < Il.fll1llgll1,
ist also (L1(G), *) eine Banachalgebra.

Man kann die Faltung von Funktionen auch wie folgt ausrechnen:

(290 = [ FDgxdy = [ fergy ™ dy (1.12)

= Jf(xyl)g(y)A(yl) dy = Jf(yl)g(yx)A(yl) dy,

wegen der Gleichung (1.10) und der Rechtsinvarianz des MaRes A(y~1) dy. Als
Eselsbriicke fir diese Formeln beachte man, dass die Variablen in den vier In-
tegralen in der Reihenfolge yy~lx, xy~ly, xy~1y, yy~lx vorkommen. Das
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Produkt jedes dieser Worte ist x.
Die Involution * schrankt sich auch L!(G) ein: Fir u = f(x) dx gilt

Jc/)du* _ J(l)(x—l)f(x) dx = Jcp(x)f(x—lm(x—l)dx ,

d.h. u = f*(x) dx mit
FX) =AY f(x1). (1.13)

Damit wird L' (G) zu einer komplexen involutiven Banachalgebra, die L!-Grup-
penalgebra genannt wird. Ist G eine endliche Gruppe, so ist dies die tbliche
Gruppenalgebra (uber C).

Esgilt L.f = 6, x f, denn

jcb(x)sz(x) dx = qu(zx)f(x) dx - j b () f(x) dx d. ()
Analog gilt R, f = A(z™1) f * 6,1, denn

J(l)(x)RZf(x) dx = Az J b(xz™ 1) f(x)dx
N H b(xy) f(x) dx d, 1 (y)

Somit gilt

Lf*g)=0%f*g=(L.f)*g,
Rz(f*g)=A(Z_l)'f*g*5z*l =f*R:g.

Faltung mit L!-Funktionen kann auch auf andere L”-Rdume fortgesetzt werden.
Um dies rigoros und transparent zu machen, diskutieren wir kurz vektorwertige
Integrale.

Definition 1.5.3. Sei (X, u) ein MaRraum und V ein topologischer Vektorraum.
Eine Abbildung F : X — V heilt schwach integrierbar, falls n o F € L1 (u) fiir alle
n € V*. Existiert dann ein v € V mit n(v) = [no Fdu fur alle n € V*, so v
eindeutig bestimmt. Man schreibt [ F du = v und nennt dies das Integral von F.
Sei W ein topologischer Vektorraum und T : V — W stetig und linear. Ist
F : X — V schwach integrierbar und existiert das Integral [ F du, so ist auch
die Abbildung T o F : X — W vektorwertig integrierbar, das Integral [T o F du
existiert und es gilt T([ Fdu) = [ T o F dp.

Das folgende Integrabilitdatskriterium ist niitzlich.

Theorem 1.5.4. Sei X ein lokal-kompakter Raum mit RadonmaR p, V ein Banach-
raum, g € L'(u) und H : X — V beschrinkt und stetig. Dann existiert [ gH du,
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das Integral gehort zum abgeschlossenen linearen Aufspann von H(X) und
|[oran <igl - supeexieoy

Beweis. Dies ist [Fol95, Theorem (A3.3)]. Der Beweis ist nicht schwer. —— O
Satz 1.5.5.Sei 1 < p < cound f € L?(G). Dann sind y — L, f und y -~ R, f als
Abbildungen G — L7 (G) stetig.

Beweis. Wir behandeln nur den Fall R, f, der andere ist analog (und einfacher).
Es reicht zu zeigen, dass Ry f — fll, — 1 mit ¥ — 1. Sei zundchst g € C¢(X)
und K = (suppg)V u V(suppg) fiir eine kompakte symmetrische 1-Umgebung
V. Es ist K kompakt und supp R, g C K fur alle y € V. Damit gilt

IRyg — gll, <vol(K)'PRyg — glle =0 (¥ — 1),

nach Satz 1.1.9.
Es gibt ein C > 0, so dass [|Ry fll, = Ay " HYP|fll, < Cllfll, fur alle y € V. Zu
e>0gibtes g € Cc(X) mit [|f — gll, < . Es folgt

IRyf = fllp < IRy (f =@ lp+IRyg —gllp+1lg — fllp < (C+D)e+IRyg — gllp -

Dies zeigt die Behauptung. O
Satz 1.5.6. Seien 1 < p < oo, f € L1(G), g € LP(G).

(i). Die Integrale in (1.12) konvergieren fiir fast jedes x absolut, sind identisch
und definieren eine Funktion f *x g € LP(G) mit || f *x gll, < [Ifll1llgll,.

(ii). Ist G unimodular, so gelten die Aussagen in (i) auch fiir g *x f.
(iii). In jedem Fall ist g x f € L?(G), wenn ess supp f kompakt ist.

(iv). Fir p = o ist f x g (definiert durch (1.12)) stetig und beschrankt. Unter
den Voraussetzungen von (ii) oder (iii) gilt dies auch fiir g * f.

Beweis. Sei p < . Die vektorwertige Funktion y — L,g : G — LP(G) ist nach
Satz 1.5.5 stetig und da |[Lygll, = llgll, ist sie auch beschriankt. Nach Theo-
rem 1.5.4 existiert das Integral

Jf(y)Lygdy in LP(G)

und es gilt
ij(y)Lygd;vH <Ifilglly .
p
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Es gilt LP (G)* = L4(G), wobei % + % = 1. Qua Definition gilt fir alle h € L4(G)

J(Jf(y)Lyg dy) (x)h(x)dx = ﬂf(y)g(y‘lx)h(x) dxdy .

Indem man Absolutbetrage nimmt, gilt

j F()g (1) h(x) | dx dy = J(ﬁf(y)Lygl 4y ) () k()| dx
<1 Iglylihlly < oo,

also folgt mit dem Satz von Fubini-Tonelli

J(Jf(y)Lyg dy>(x)h(x>dx = J fg(y'x)dy h(x)dx,

wobei das innere Integral fiir fast jedes x € G absolut konvergiert und eine
Funktion in L?(G) = L4(G)* definiert. Da h € L4(G) beliebig war, folgt also
f*xg=[f(y)Lygdy € L¥(G). Analog argumentiert man mit den anderen
Integralen, was (i) beweist.

Die Norm des Integranden im dritten Integral aus (1.12) mit vertauschten Rollen
fir f und g ist

IRy 191l A DIfF ) = llglp AN VPHE )]

Wenn G unimodular ist oder esssupp f kompakt ist, sind die Voraussetzun-
gen von Theorem 1.5.4 auch erfiillt und man kann analog argumentieren. Dies
beweist (ii) und (iii).

Sei nun p = . Fir f € C.(G) folgt die Stetigkeit von f * g und g * f aus
Satz 1.1.9. Es gilt ||f * glle < llfll11|glle. Der allgemeine Fall folgt dann aus
der Dichtheit von C.(G) in L' (G) und der Vollstandigkeit von Cp(G). Fir g * f
argumentiert man analog. O

Satz 1.5.7. Sei G unimodular und seien 1 < p,q < oo mit % + % = 1. Fur alle
S ELP(G), g € LA(G) gilt f * g € Co(G) mit || f * gl < [Ifllpllgllg.
Beweis. Wir zeigen erst die Normungleichung. Es gilt

lf kxg(x)] < Jlf(y)g(y1X)| dy < Ifllpll(Rxg)"llqa = 1fllpllgllg

wegen der Unimodularitdt. Nun reicht es offenbar, die Aussage fir f,g € C.(G)
zu zeigen. Dann aber ist f x g stetig nach Satz 1.5.6 (iv) und man sieht leicht,
dass supp(f * g) C (supp f) (supp g), also kompakt ist. Dies zeigt die Behaup-
tung. O
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1.5.8.1st G diskret, so gilt § € L1 (G). Andernfalls hat L! (G) keine Eins. Man kann
allerdings ganz allgemein einen Ersatz hierfiir konstruieren, eine sogenannte
‘Fasteins’ (oder ‘approximative Eins’). Die Konstruktion ist aus dem R" bekannt
(Stichwort: ‘Dirac-Folgen’), allerdings gibt es fiir beliebiges G einige Feinheiten
zu beachten.

Satz 1.5.9. Sei ‘U eine Umgebungsbasis der 1. Zu U € ‘U gebe es eine Funktion

Wy = 0 mit supp Yy C U, Yy(x) = gy(x1) und [y = 1.
Falls f € LP(G), 1 < p < o, oder p = o und f rechts gleichmaRig stetig ist, gilt

If vy —=flle =0 (U-={1}).

Falls f € LP(G), 1 < p < o, oder p = o und f links gleichmaRig stetig ist, gilt
lyu*xf—=flle =0  (U~-{1}).

Beweis. Es gilt punktweise tiberall

Fxpuy) - f() = Jf(;vx)woc-l) dx — f(v) j W (x) dx
_ J(Rxﬂy) — FON Wy (x) dx .

Da x — Ryf — f : G — LP(G) stetig ist und beschrinkt auf suppyy c U,
ist Theorem 1.5.4 mit X = supp ¢y anwendbar. Damit existiert das Integral
J(Rxf = flwu(x) dx in LP (G). Folglich f * @y — f = [(Rxf — f)@u(x) dx, mit

If * @y —fll < SqueU“Rxf _f”p .

Die erste Behauptung folgt also mit Satz 1.5.5 bzw. der rechten gleichmakRi-
gen Stetigkeit. Die zweite Behauptung folgt ebenso, da man analog zeigt, dass
lwou * f = fllp < subxeyllLxf — fllp. O
Definition 1.5.10. Jede Familie (¢/y)yey wie in Satz 1.5.9 bezeichnen wir als
eine Fasteins. Eine Besonderheit von L!(G) ist, dass die Fasteinsen beschrdnkt
sind.

Eine erste Anwendung von Fasteinsen ist der folgende Satz.

Theorem 1.5.11. Sei I ¢ L!(G) ein abgeschlossener Unterraum. Genau dann ist
I ein Linksideal (Rechtsideal), wenn I unter Linkstranslationen (Rechtstransla-
tionen) invariant ist.

Beweis. Sei I ein Linksideal, f € T und x € G. Sei () eine Fasteins. Dann gilt
Le(wy * f) = (Lywy) x f €I firalle U und Ly f = limy Ly (U * f) in L1(G)
nach Satz 1.5.9. Da I abgeschlossen ist, folgt Ly f € I.
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Sei umgekehrt I invariant unter Linkstranslationen, f € I und g € L1(G). Es gilt
gxf=[g(y)LyfdyinLY(G) und nach Theorem 1.5.4 liegt dieses Integral im
abgeschlossenen linearen Aufspann der Menge L¢.f, insbesondere also in 1.

Der Fall von Rechtstranslationen verlauft identisch. O

1.6 Homogene Raume

Definition 1.6.1. Ein (linker) G-Raum ist ein lokal-kompakter Hausdorffraum X
mit einer stetigen Abbildung G x X — X : (g, x) — gx, so dass fir alle g,h € G
und x € X gilt: 1x = x und (gh)x = g(hx). Analog definiert man einen rechten
G-Raum. Ein G-Raum X heil’t transitiv, falls X = Gx fiur ein x € X.

1.6.2. Ein Beispiel fiir einen transitiven G-Raum ist G/H, wobei H C G eine ab-
geschlossene Untergruppe ist. Ist allgemein S ein transitiver G-Raum, so wahle
man sop € S. Sei H = Gy, = {g € G|gso = so}. Dies definiert eine Abbildung
®:G/H — S durch ®(gH) = gso. Offenbar ist ® stetig und bijektiv, aber nicht
immer ist ® ein Homdomorphismus. (Z.B. sei G = R; die additive Gruppe (R, +)
mit der diskreten Topologie und S = R mit der tiblichen Topologie. Die tibliche
Wirkung von G auf S gibt nicht Anlass zu einem Homdomorphismus.)

Satz 1.6.3. Falls G o-kompakt ist, so ist & ein Homoomorphismus.

Beweis. Sei ¢ : G — S die Abbildung ¢(g) = gso. Sei & + U C G offen und xg €
U. Es existiert eine kompakte symmetrische 1-Umgebung V C G mit xoVV C U.
Da G o-kompakt ist, gibt es v, € G mit G = U,_ogynV und S = U, _o Ynp (V).
Die Teilmengen y, ¢ (V) sind allesamt homéomorph zu dem Kompaktum ¢ (V).
Nach dem Satz von Baire fiir lokal-kompakte Hausdorffraume existiert x; € V
mit ¢ (x1) € $(V)°. Es folgt x¢ € xox7 p(V)° = ¢p(x0x7'V)°. Da x beliebig
war, ist ¢ (U) offen. O

Definition 1.6.4. Sei ein transitiver G-Raum S, so dass @ fir eine Wahlvon sgp € S
ein Homoomorphismus ist, heilRt homogen. Im folgenden betrachten wir nur
homogene G-Raume.

1.6.5. Sei G die ax + b-Gruppe und man betrachte die definierende Wirkung
von G auf R, gegeben durch (a, b;x) — ax + b. Dann ist R ein homogener G-
Raum. Das einzige RadonmaRE(bis auf Vielfache), das unter den Translationen
X — X + b invariant ist, ist das LebesguemaRl dx. Dieses MaREist nicht invariant
unter den Dilatationen x — ax (a > 0). Daher hat R kein G-invariantes MaR.

1.6.6. Sei G/H ein homogener G-Raum. Wir stellen uns die Frage, wann G/H ein
invariantes G-Mal tragt. Seien dazu dg, dh Haarmale auf G, H und Ag, Ay die
Modulfunktionen. Sei q : G — G/H die kanonische Projektion. Wir definieren
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Pf(xH)zj f(xh)dh faralle f e C.(G).
H

Dies ist wohldefiniert wegen der Invarianz des HaarmaRes dh. Weiter ist Pf
stetig mit supp P.f C (supp f)H und P ist linear. Es gilt

Pf((poq)-f)=¢-Pf furalle p € C(G/H), f € C.(G) . (1.14)

Wir zeigen nun, dass P surjektiv ist.
Lemma 1.6.7. Sei K C G/H kompakt. Es gibt ein kompaktes L. C G mit g(L) = K.

Beweis. Sei V C G eine offene, relativ kompakte 1-Umgebung. Da g offen ist,
bilden die Mengen q(xV), x € G, eine offene Uberdeckung von K. Es existieren
daher Elemente x1,...,x, € G mitK c U7, q(x;V).Sei L = g " (K) n U’ x;V.
Dann ist L kompakt und q(L) = K N U}Ll q(ij) =K. O
Lemma 1.6.8. Sei K ¢ G/H kompakt. Es gibt ein f € C.(G), f = 0, so dass
Pf =1 aufK.

Beweis. Sei . C G/H eine kompakte K-Umgebung und M C G kompakt mit
q(M) = L (gemiRELemma 1.6.7). Sei g € C.(G), g = 0,g > 0 auf K und ¢ €
Cc(G/H) mit 1x < ¢ < 11.Es gilt Pg > 0 auf MH = L, also ist

f=@goq) (Pogge Cc(G)

wohldefiniert. Es gilt Pf = (Pg)~'¢pPg = ¢ nach (1.14), also P.f = 1 auf K. Dies
ist die Behauptung. O

Satz 1.6.9. Sei @ € C.(G/H). Es gilt Pf = @ und q(supp f) = supp @ fir ein
f € C:(G). Falls @ = 0, so kann man f > 0 wahlen.

Beweis. Nach Lemma 1.6.8 gibt es ein g € C.(G) mit g > 0 und Pg = 1 auf
supp @. Sei f = (p oq) - g. Dann gilt Pf = ¢ Pg = @ und die Behauptung folgt
leicht. O

Das folgende Theorem ist von fundamentaler Bedeutung.

Theorem 1.6.10. Sei G eine lokal-kompakte Gruppe und H C G eine abgeschlos-
sene Untergruppe. Genau dann gibt es ein G-invariantes RadonmaR u auf G/H,
wenn Ag |y = Ag. In diesem Fall ist u eindeutig bis auf Vielfache. Fiir eine geeig-
nete Wahl der Konstanten gilt

szj Pfduzj Jf(xg)dgdu(xm fir alle f € Co(G) . (1.15)
G G/H G/H JH
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Beweis. Sei u ein G-invariantes RadonmaR. Dann ist f — [ Pf du ein HaarmaR
auf G. Nach geeigneter Wahl der Konstanten gilt [ f = [ Pf du. Da P surjektiv
ist (Satz 1.6.9), ist u dadurch eindeutig bestimmt und somit eindeutig bis auf
Vielfache.

Sei z € H.Es gilt P(R.f) = Ag(z™1)Pf und somit

ez | f= | Ref = [PRepyAM=Buz N | 1,

so dass A¢glyg = Apq.
Umgekehrt gelte Ag|y = Ay. Dann gilt

Pf(gH) = JHf(xhl)AH(hl)dh = JHf(xhl)AG(hl) dh .

Sei Pf = 0. Es gibt nach Lemma 1.6.8 ein @ € C.(G) mit Pp = 1 auf g(supp f).
Daher folgt

ch B J(P"’ ca)f = JH L,(P(gh)f(g) dg dh
= JH JGw(g)f(gh‘l)Ag(h‘l) dgdh = L; OPf=0.

Somit ist durch Pf — [ f ein positives G-invariantes Funktional auf C.(G/H)
wohldefiniert. (Positivitat folgt aus Satz 1.6.9.) O

Korollar 1.6.11. Sei N C G ein abgeschlossener Normalteiler. Dann gilt fir die
Modulfunktionen A¢g|ny = An. Insbesondere ist ker A; eine unimodulare Unter-
gruppe von G.

Beweis. Der Quotient G/N besitzt ein HaarmaR und dieses ist G-invariant, also
folgt AgIn = An. ISt N = ker Ag, so folgt Ay = Ag|N = 1. O
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2 Grundlagen der unitaren Darstellungstheorie

2.1 Unitare Darstellungen

Definition 2.1.1. Sei #{ ein komplexer Hilbertraum. Der Vektorraum End(H)
der linearen Endomorphismen von H sei mit der starken Operatortheorie ver-
sehen: Dies ist die lokal-konvexe Topologie, die von den Halbnormen T — || TE||
far alle & € H erzeugt wird. Sei U(H ) die unitare Gruppe von H . Eine unitdre
G-Darstellung auf #H ist ein Paar (1r,H), wobei 1T : G — U(H ) ein stetiger
Homomorphismus ist.

Die schwache Operatortopologie wird von den Halbnormen T ~ |(&|Tn)| fur
alle &,n € H erzeugt. Auf U(H') stimmt sie mit der starken Operatortopologie
iiberein, denn sie ist auf £(#) schwicher als die starke Operatortopologie und

(w—v)EN% = 2|IElI°> = 2Re(uE|vE) = 2Re(uE|(u — v)E) < 2|(u&l(u —v)§)|

fur alle u,v e U(H ), E,ne H.
Sind (Tl'j,j"[ i), J = 1,2, unitdre G-Darstellungen, so heilt ein stetiger linearer
Operator T : H, — H> G-dquivariant, falls

Tt (g) =1m(g)T firalle geG.

Wir schreiben C (111, 112) oder C(H;, H>) fur den Vektorraum aller solcher Ab-
bildungen. Die Darstellungen (11, #;), j = 1,2, heilen unitdr dquivalent, falls
C(1r1, 112) eine surjektive Isometrie enthalt.

Sei C(rr) = C(mr,1r). Man nennt dies auch den Kommutator oder Zentralisa-
tor von 1r. Offenbar ist C(7r) eine Unteralgebra mit 1 von End(#), die in der
schwachen Operatortopologie abgeschlossen ist. Weiter gilt fir alle T € C()

T*m(g) = (m(g "HT)* = (Tr(g '))* =m(g)T*,

also ist T auch unter Adjungierten abgeschlossen. Eine solche Unteralgebra von
L(H) nennt man eine von Neumann-Algebra.

2.1.2. Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum, versehen mit einer stetigen G-
Wirkung. Sei u ein RadonmalR, dass stark quasiinvariant ist. D.h., es gebe eine
stetige Funktion ¢ : G X X —]0, o[, so dass du(gx) = ¢(g,x) du(x) fir alle
g € G. Dann muss

P(gh,x) = Pp(g,hx)p(h,x) furalle gheG, xeX (2.1)
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gelten. Definiere fiir alle g € G einen unitéiren Operator 1, (g) € U(L?(u)) durch
[11.(9) f1(x) = Pp(g,97'x) V2 f(g~'x) firalle ge G, xeX, fel\).

Die Unitaritat folgt aus

[#@.070 1@ 0P dux) = [ g, 17001 duatgx)
_ j|f<x>|2du<x> .

Man hat m,(gh) = mu(g) 1, (h) aus (2.1). Wie im Beweis von Satz 1.5.5 folgt die
Stetigkeit von 1T : G — U(L?(u)), so dass 1t eine unitidre Darstellung von G auf
L2(u) ist.

Betrachtet man als Spezialfall die Wirkung von G auf G durch Linkstranslatio-
nen, so erhilt man eine unitdre Darstellung ) von G auf L2(G), die man links-
reguldre Darstellung nennt. (In diesem Fall ist dg sogar invariant.)

Betrachtet man die Wirkung G x G — G : (g,x) — xg~!, so ist ¢ sogar inva-
riant und man erhilt eine unitire Darstellung auf L?(o). Diese Darstellung ist
vermoge f — A2 funitir dquivalent zu der auf L?(G) durch folgende Formel
gegebenen Darstellung:

[1,(g) f1(h) = A(g)Y%f(hg) firalle g,he€G, fel?G).

Dies bezeichnet man als rechtsreguldre Darstellung. Diese ist auch zur linksre-
guldren Darstellung durch f — A!/2 f unitir dquivalent.

Definition 2.1.3. Sei (11, H) eine unitidre G-Darstellung. Es bezeichne "’ das
stetige lineare Dual von H . Auf H' = FH definiert man die kontragrediente
unitdre G-Darstellung 7T durch

(TG x)(E) = x(mr(g™HE) firalle xeH' ,EeH,gei.

Die kontragrediente Darstellung (77, #{’) ist genau dann zu (7, /) unitar aqui-
valent, wenn (17, /) die Komplexifizierung einer orthogonalen Darstellung ist.
Ein abgeschlossener Untervektorraum U C H heiR invarianter Unterraum, falls
m(G)U c U. Ist U # 0, so definiert man my(g) = m(g)|y und erhdlt so eine
unitire Darstellung, die man Unterdarstellung von (1, /) nennt. Hat 1t einen
nicht-trivialen invarianten Unterraum, so heilt (1r,H ) reduzibel, andernfalls
irreduzibel.

Sind (713, H;), i € I, unitare Darstellungen, so heilt die direkte Hilbertraumsum-
me H = @,c;H;, versehen mit den Operatoren 1t (x) = @;;mi(x), die direkte
Summe der (11;, H;).
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Satz 2.1.4. Sei (11, ) eine unitiare Darstellung. Ist U ¢ H ein abgeschlossener
invarianter Unterraum, so gilt dies auch fiir U+. Somit gilt T = 11y & TP

Beweis. Es gilt firalleu e U,v e Vund g € G

(ulm(g)v) = (m(g Hulv) =0,

also r(g)U+ c U*. O
Bemerkung 2.1.5. Die obige Aussage ist ohne die Voraussetzung der Unitaritat
offenbar in der Regel falsch. Sei etwa 1t(t) = (!) € End(C?). Dies ist eine Dar-
stellung von (R, +), aber ( ((C) ) ist der einzige nicht-triviale invariante Unterraum.

Definition 2.1.6. Sei (11, 7{) eine unitire Darstellung und & € . Der abge-
schlossene Aufspann Ug von 11(G)& heilt zyklischer Unterraum von &. Die Dar-
stellung (11, #) heilt zyklisch, falls H = Ug fir ein §. In diesem Fall heilit § ein
zyklischer Vektor.

Satz 2.1.7. Jede unitdre Darstellung ist die direkte Summe zyklischer Darstel-
lungen.

Beweis. Man zeigt mit dem Zornschen Lemma die Existenz einer maximalen
orthogonalen Familie (Uy)xea von zyklischen Unterraumen Uy # 0.

Istnun & € H, & 1 Uy fur alle & € A, so folgt auch Ug L Uq fiir alle @ € A. Dann
aber ist (Ug, Ux) xca ebenso eine Familie. Aufgrund der Maximalitéit ist Ug = 0
oder Ug = Uy fiir ein o € A. Da letztere Alternative ausgeschlossen ist, folgt
& = 0. Somit ist H = EB,XUR, denn der von den U, aufgespannte Unterraum ist
in # dicht. O

Das folgende Theorem bezeichnet man als Schur’sches Lemma.

Theorem 2.1.8. Seien 1, 17}, j = 1, 2, unitédre Darstellungen.

(i). Genau dann ist 7t irreduzibel, wenn C(1) = C - 1.

(ii). Seien T1;, j = 1,2, irreduzibel. Es gilt dim C (771, 712) < 1 und diese Zahl ist
genau dann > 0, wenn 71; und 7112 unitar aquivalent sind.

Lemma 2.1.9. Sei U c #H ein abgeschlossener Unterraum mit Orthogonalpro-
jektion p. Genau dann ist U invariant, wenn p € C(T7).

Beweis von Theorem 2.1.8. (i). Ist ™ reduzibel, so enthdlt C(1r) gemal Lem-
ma 2.1.9 nicht-triviale Projektionen. Umgekehrt sei T € C(mr), T ¢ C - 1. Dann
ist T die Summe zweier selbstadjungierter Elemente von C(77), die nicht beide
in C - 1 liegen. O.B.d.A. ist T also selbstadjungiert. Jeder Operator 1w(g), g € G,
kommutiert mit T, also auch mit jeder Spektralprojektion von T (Spektralsatz
fir s.a. Operatoren). Daher liegen diese in C(1r). Somit hat T nicht-triviale inva-
riante Unterraume, wieder nach Lemma 2.1.9.
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(ii). Sei T € C(1ry,112). Dann gilt T*T € C(mry) und TT* € C(12), also gibt es
nach (i) Konstanten ¢1,¢c2 2 0mit T*T = cund TT* = c.Da ||[T*T|| = |[TT*],
folgt ¢ := ¢1 = ¢p. Somitist T = 0, oder ¢ /2T ist unitér. Ist also C(r;, 1T2) % 0,
so ist jedes Element dieses Raums ein skalares Vielfaches eines unitaren Ope-
rators. Insbesondere ist jedes G-aquivariante T : H; — H» entweder = 0 oder
invertierbar.

Seien T, T> # 0 G-adquivariant. Dann ist T2‘1T1 € C(m), so dass T3 = cT» fur
eine Konstante c. O

Korollar 2.1.10. Sei G abelsch. Jede irreduzible unitdre Darstellung von G ist
1-dimensional.

Beweis. Es gilt 1(G) c C(1r) = C - 1. Da C - 1 jeden Unterraum von J invariant
lasst, folgt die Behauptung. O

Man betrachtet irreduzible unitdare Darstellungen als die Grundbausteine der
harmonischen Analyse. In der Tat werden am Ende dieses Abschnitts zeigen,
dass sie die Punkte von G trennen: Es gibt also viele irreduzible unitare Darstel-
lungen.

Klassisch sind dann folgende Grundprobleme gegeben:

(i). Die Bestimmung aller irreduziblen unitdren Darstellungen von G, bis auf
Aquivalenz.

(ii). Eine allgemeine Konstruktion, mit Hilfe derer man beliebige unitare Dar-
stellungen aus irreduziblen zurtick erhalt.

(iii). Die explizite Rekonstruktion spezifischer Darstellungen.

Die Behandlung von Problem (i) hdngt stark von der zu betrachtenden Klasse
von Gruppen ab. Die Technik der induzierten Darstellungen (‘Mackey-Maschine’)
reicht fiir manche Gruppen aus (z.B. zusammenhdngende und einfach zusam-
menhdngende nilpotente Liegruppen).

Fir kompakte Gruppen reichen fir (ii) direkte Hilbertsummen aus. Im allgemei-
nen kann dies nicht der Fall sein, wie das Beispiel der reguldren Darstellung
von R zeigt. In diesem Fall liefert die Fouriertransformation eine Zerlegung als
direktes Integral von Charakteren. Diese Theorie werden wir auf abelsche lokal-
kompakte Gruppen verallgemeinern. Sie lasst sich auf allgemeinere Gruppen
ausdehnen, wobei nur sogenannte Typ I-Darstellungen eindeutige Zerlegungen
besitzen. Es gibt Gruppen (z.B. die Mautner-Gruppe, die eine flinfdimensionale
zusammenhdngende Liegruppe ist), deren linksreguldare Darstellung nicht vom
Typ List. Fir diese Gruppen ist der Zugang uiber irreduzible Darstellungen nicht
so niitzlich. Wir werden diese Theorie aus Zeitgriinden in dieser Vorlesung nicht
studieren.
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Problem (iii) untersucht man meist fiir die linksreguldre Darstellung. Wir werden
dieses Problem fiir abelsche und kompakte Gruppen behandeln.

2.2 Darstellungen von G und L' (G)

2.2.1. Sei (11, H) eine unitdre G-Darstellung und f € L'(G). Analog zu Satz 1.5.6
definiert das vektorwertige Integral

w(f) = Jf(x)rr(x)dx in L(H), (2.2)

wobei £(H') mit der starken Operatortopologie versehen sei, einen beschrank-
ten Operator auf H mit ||t (f)|| < ||.fl1. Es gilt insbesondere

(ulm(f)v) = Jf(x)(ulrr(x)v)dx fur alle u,v € H . (2.3)

Definition 2.2.2. Sei A eine involutive Banachalgebra. Eine x-Darstellung von A
ist ein stetiger Homomorphismus von involutiven Algebren  : A — L(H),
wobei H ein Hilbertraum sei. Eine *-Darstellung 7t heiRt nicht-ausgeartet, falls
m(A)v = 0 impliziert, dass v = 0.

Theorem 2.2.3. Sei (11, H ) eine unitiare G-Darstellung. Dann definiert f — 1v(f)
eine nicht-ausgeartete *-Darstellung von L (G), die integrierte Darstellung von
1T. Es gilt

mO)T(f) =Ly f) und m(F)Tx) = A HT(R1S) .

Beweis. Es ist klar, dass 1t linear ist, und wir haben damit auch schon gezeigt,
dass 1T stetig ist. Es gilt

w(f)m(g)

Jf(x)g(y)n(xy)dxdy

_ Jf(xy_l)g(y) dy m(x)dx = (f % g) ,
m(f*) = [ ToDaGDmeo dx = [(feom ) dx,
mOm(f) = [ fOImxy dy = [ fe e dy = L),

T (f)T(x) = J”f(y)n(yx) dy

_AxY) jf(yx—lmm Ay = A TR f) .

Daher ist f — 1(f) eine *-Darstellung von L'(G) und die zwei Gleichungen
gelten.
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Seiu € H \ 0, V eine kompakte 1-Umgebung mit sup,.cy |7(x)u —ull < |lul.
Sei f =vol(V) 11y € L1(G). Dann gilt

It (f)u — ull < vol(V)~! JIIW(X)u —ulldx < llull

nach der Holderungleichung. Es folgt ||t (f)ull = ||[u|l— |7t (f)u — u|| > O. O
Theorem 2.2.4. Sei 71 eine nicht-ausgeartete *-Darstellung von L1 (G) auf # .
Dann ist 1t die integrierte Darstellung einer eindeutig bestimmten unitdaren G-
Darstellung auf .

Beweis. Sei (yy)yeu eine Fasteins. Ist f € L1(G), so gilt (Lyyy) * f — Ly f in
LY(G) und rt(Lyywy)1t(f) — 1m(Lyf) in der Normtopologie.

Sei D der lineare Aufspann der m(f)u mit f € L1 (G) und u € H.Istu L D, so
gilt fir alle f € LI(G) und v € H:

0= (ulm(fYv) = (m(fHHulv), also mLY(G)Hu=0.

Da 1t nicht-ausgeartet ist, ist u = 0 und D somit dicht.

Sei x € G. Definiere go(x)v = limyey m(Lxyy)v fir alle v € D. Ist ndmlich
ein v = m(f)u gegeben, so existiert der Grenzwert nach obiger Voriiberlegung;
der allgemeine Fall folgt durch die Grenzwertsdtze. Damit ist ¢(x) € End(D).
Da weiterhin ||t (Lyy )|l < ||[Lx@ylli = 1, ist o(x) beschrankt und setzt sich in
eindeutiger Weise auf H fort. Es gilt [|o(x)|| <1 und o(x)(f) = w(Lyf).
Insbesondere gilt o(x)o(¥)TT(f) = ¢(xX)T(Lxf) = T(Lxy f) = o(xy)1(f). Da
D dicht ist, folgt o(x)e(y) = e(xy). Analog gilt

(m(Hulex)*m(g)v) = (M(LyHulm(g)v) = (ulm(Ly f)* * g)v)
= (M(HHulm(Ly1g)v) = (m(Hule(x Hm(g)v),

da 6% = d,-1 und folglich
(L f)* % g = (6x % f)F kg =f"*6x1%g=[f"*(Lg) . (2.4)

Somit gilt o(x)* = o(x~1). Da ¢(1) = 1, ist o(x) unitar.

Man sieht leicht, dass x — ¢(x) : G — End(D) in der starken Operatortopologie
stetig ist. Da ¢(G) beschrankt ist, folgt, dass ¢ stetig und somit eine unitére
Darstellung von G ist.

Sei nun f € L1(G). Fiir alle g € L1(G) gilt

o(fHm(g) = Jf(x)e(x)n(g) dx = Jf(x)W(Lxg) dx =m(f*xg) =n(f)m(g) .

Da D dicht ist, folgt o(f) = (f).




2.2. Darstellungen von G und L' (G) 36

Sei nun o eine weitere unitire G-Darstellung auf #, so dass o (f) = mw(f) fur
alle f € L'(G). Qua Definition (2.3) gilt

Jf(x)(ulg(x)v)dx = Jf(x)(ula(x)v)dx fir alle f e LY(G), u,veH .

Es folgt o(x) = o(x) fur alle x € G. O

2.2.5. Ist G diskret, so ist m(L'(G)) der lineare Aufspann von 1 (G). Im all-
gemeinen sind diese beiden Teilmengen von £(#{) auf den ersten Blick sehr
verschieden. Dieser erste Eindruck tauscht.

Theorem 2.2.6. Sei 17 eine unitdare G-Darstellung.

(i). Die Menge 1 (L'(G)) und der Aufspann von 77 (G) haben den gleichen Ab-
schluss in der schwachen bzw. starken Operatortopologie. Insbesondere erzeu-
gen sie die gleichen von Neumann-Algebren.

@(i). Sei T € L(H). Genau dann gilt T € C(mr), wenn T1t(f) = (f)T fir alle
f e LI(G) gilt.

(iii). Sei U c H ein abgeschlossener Unterraum. Genau dann ist U G-invariant,
wenn 1 (LY(G))U c U.

Beweis. (i). Es reicht, die Gleichheit der Abschliisse in der starken Operatorto-
pologie zu zeigen, da die schwache Operatortopologie schwacher ist. Zundchst
sieht man, dass 1m(x) der starke Limes von 17 (Lyxy) fiir eine Fasteins yy ist.
Damit ist 77 (G) im starken Abschluss von (L} (G)) enthélten.

Sei umgekehrt g € C.(G). Da x — g(x)m(x) gleichmaRig stetig ist, gibt es fiir
alle € > 0 und alle uq,...,u, eine endliche disjunkte Uberdeckung U = (Up)
von supp g mit relativ kompakten lokal abgeschlossenen Teilmengen, so dass

lg(x)m(xX)ur —g(y)m(y)urll <e faralle x,yeUpeU,¥=1,...,n.

Dann folgt fiir beliebige Wahlen x; € U; und Xq = >.p g(x;)1(x;) vol(U;)

IZuuk — (@ ull < >, JU llg(xp) T (xp)ur — g(x)mm(x)urll dx
?

< & -vol(suppg) .

Damit enthélt jede Umgebung von 17(g) in der starken Operatortopologie ‘Rie-
mann-Summen’ 3¢ € (1r(G)). Es ist aber klar, dass 1w (C.(G)) in 1t (L} (G)) dicht
liegt, also folgt die Behauptung.

(ii). Dies folgt sofort aus (i).

(iii). Folgt aus (ii) oder analog zu Theorem 1.5.11. O
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2.3 Funktionen positiven Typs

Definition 2.3.1. Sei ¢ € L®(G). Dabei sei L*(G) die Menge aller Klassen bzgl.
lokal f.i. Gleichheit lokal wesentlich beschriankter messbarer Funktionen G — C.
Dann heil’t ¢ positiven Typs, falls

J(f**f)¢>0 fiir alle f € L'(G) .

Aquivalent ist die Bedingung

Uf(x)f(y)c/;(y‘lx) dydx >0 firalle f eLY(G). (2.5)

Es sei 7 = P(G) die Menge der Funktionen positiven Typs. Offenbar ist dies ein
schwach abgeschlossener konvexer Kegel in L*(G). Wir werden spater sehen,
dass jedes ¢p € L*(G) durch eine stetige Funktion dargestellt wird.

Aus (2.5) folgt, dass ¢ € P impliziert, dass ¢ € P. Wir werden nun zeigen, dass
es eine Bijektion zwischen P \ 0 und den Aquivalenzklassen zyklischer unitirer
Darstellungen von G gibt.

Satz 2.3.2. Sei (11, H ) eine unitire G-Darstellung und u € . Dann definiert
¢$(x) = (u|m(x)u) eine Funktion ¢ € P.

Beweis. Die Funktion ¢ ist stetig und es gilt

j(f* % F) 00 @I OOw) dx = T (F* % fHu) = [T(Hull2 > 0.

Dies zeigt die Behauptung. O
Korollar 2.3.3. Sei f € L2(G) und f(x) = f(x~1). Dann gilt f % f € P.

Beweis. In der linksreguldaren Darstellung 1t = 1), gilt

(Flmof) = jfy)fx ) dy = jf yx)dy = (f % Hix) .

Dies zeigt die Behauptung. O

2.3.4. Sei nun ¢ € P\ 0. Wir definieren nun eine Darstellung, so dass ¢ wie in
Satz 2.3.2 als Koeffizientenfunktion dargestellt wird. Zundchst wird durch

(fl9)¢ = j(f* « )P = Hf(X)g(y)d)(x‘ly)dxdy

eine positive semidefinite Hermitesche Form auf L!(G) definiert, fiir die nach
der Holderungleichung gilt

[ (f19) s < ldllllfllglh - (2.6)
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Sei N = {f € LY(G)|(f1f)¢ = 0}. Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

| (f19) ¢ | < (F1Heg19)

gilt f € N genau dann, wenn (f|g)¢ = O fiir alle g € L1(G). Damit induziert
(+]+) ein Skalarprodukt auf L} (G) /N Sei H 4 die Vervollstandigung dieses Pra-
hilbertraums. Das Skalarprodukt von H ¢ wird auch mit (-|-)¢ bezeichnet und
die induzierte Norm mit |- ||4. Die kanonische Abbildung LY(G) — 5—[¢ erfullt
nach (2.6) die Ungleichung

£l < IPIL2IFIL (2.7)

Es gilt fir alle x € G, f,g € L'(G), nach (2.4)

(Lef 1 )y = | (L) % 0)d = [ (F* # Lo 10)d = (F | L 19y
Damit ist Ly (N') = N und durch
p(x)f = (Lyf)~ firalle feLYG),xeG (2.8)

ist ein unitarer Operator ¢ (x) € U(H¢) wohldefiniert. Nach Gleichung (2.7)
und Satz 1.5.5 ist x — Tg(x) : G — U(Hy) stetig in der starken Operatortopo-
logie. Offenbar ist so eine unitare G-Darstellung (g, Hy) definiert.

Definition 2.3.5. Die Darstellung (¢, H¢) heilt GNS-Darstellung von ¢ (nach
Gelfand, Naimark und Segal). Man spricht von der GNS-Konstruktion.

Theorem 2.3.6. Sei ¢ € P\ 0. Es gibt genau einen zyklischer Vektor &5 € Hg
mit g (f) &g = f fur alle f € L1(G). Es gilt p(x) = (Ep1TTg (x) &) flr lokal fast
alle x € G.

Beweis. Sei (yy) eine Fasteins. Fir f € L1(G) gilt ¢ * f = (f* x yu)* — f,
also

ol o= | Wi s P~ | £

und da |yl = 1, gilt [Jylle < lIplle°. Da das Bild von L1 (G) in Hy dicht ist,
folgt, dass (¢yy) in H ¢ schwach gegen ein &g mit (&g f) = [ f¢ konvergiert.
Insbesondere gilt mit (2.8)

(Tt (F)EplG) o = (Egl e (F5) ) = jf*<x><§¢|n¢<x>g> dx

= [[ 1 e0a6 b dyax = [(£* % g1 = (Fldds
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Damit ist 4 (f) &g = f. Insbesondere gilt fiir alle f € L1(G)

Jf<X><§¢ITf¢<X>E¢> dx = (8¢ | 6 (fIEp) g = (Eplf)g = ijb :

Somit folgt fur lokal fast alle x € X, dass ¢(x) = (E¢|1m¢ (x)Eg).

Seinun n € Hgp mitn L Ug,. Dann folgt 0 = (n|me(f)Ep)¢ = (nlf)¢. Da das
Bild von L!(G) dicht liegt, ist n = 0. Es folgt, dass &g ein zyklischer Vektor ist.
Sei n ein weiterer Vektor mit 1y (f)n = f fiir alle g € L1(G). Dann folgt

n—me(Wu)n =gy =meWPu)€s — &¢ ,

alson = &¢. O

Korollar 2.3.7. Jedes ¢ € P ist lokal fast tiberall gleich einer beschrankten ste-
tigen Funktion. Im folgenden betrachten wir P C Cj(G).

Korollar 2.3.8. Sei ¢ € P. Dann gilt [|¢p|le = ¢(1) und ¢p(x~1) = p(x).

Beweis. Es gibt eine unitiare G-Darstellung (17, /) und einen Vektor u € H mit
¢ = (u|mu). Insbesondere gilt

Ip(x)| = [(ulmt(x)u)| < lull? = ¢(1)

und

d(x 1) = (ulm(xHu) = (mx)ulu) = (ulr)u) = d(x) .

Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 2.3.9. Seien (17, /) unitdare G-Darstellungen mit zyklischen Vektoren u,
j =1,2. Falls (ui|mu,) = (u2|musr), so existiert ein unitares T € C(111, 1T2)
mit Tu; = up.

Beweis. Fur alle x, y € G gilt

(1t () ur I () ur) = (uglm (x1y)us)

= (u2|m(x "1y )up) = (M (X)uz|m (y)uz) .

Ist 3> o1y (xj)uy = 0, so folgt > ; a2 (xj)uz L m2(G)uz. Da up zyklisch ist,
ist also Zj &1 (xj)up = 0.

Durch die Vorschrift T(1r; (x)u1) = 1 (x)u, fir alle x € G ist also ein linearer
Operator (111 (G)u,) — H> wohldefiniert und man sieht sofort, dass er eine G-
dquivariante Isometrie ist. Somit setzt sich T zu einer Isometrie in C(11y,1T2)
fort. Da das Bild von T den Vektor u, enthalt, ist T unitar. O

Korollar 2.3.10. Jede unitdare G-Darstellung 7t mit zyklischem Vektor u ist uni-
tar aquivalent zu 71y, wobei ¢ = (u|mTu).
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Definition 2.3.11. Seien beschrankte konvexe Teilmengen von 2 definiert durch

Po={pllplle =1} ={plp(1) =1}, P1 = {PllPlle <1} = {pldp(1) < 1}.

Wir bezeichnen die durch o (L®,L!) induzierte Topologie als schwach*-Topo-
logie. Offenbar ist P; schwach*-abgeschlossen, also schwach*-kompakt nach
dem Satz von Banach-Alaoglu. Nach dem Satz von Krein-Milman ist ; die ab-
geschlossene konvexe Hiille seiner Extrempunkte.

Die Menge Py ist in der Regel nicht schwach*-kompakt (es sei denn, G ist dis-
kret). Dennoch betrachten wir beide Mengen von Extrempunkten

fj:{(;bETﬂV(bl,(;bg E?J‘,O<t<1l¢=td)1+(l—t¢2)=>¢1=(l)2=¢},

deren darstellungstheoretische Bedeutung in folgendem Satz geklart wird.
Theorem 2.3.12. Sei ¢ € P;. Genau dann ist ¢ € £, wenn 174 irreduzibel ist.

Beweis. Sei 11y, reduzibel, also Hy = U @ U~ fiir einen nicht trivialen invarianten
Unterraum U. Da &4 zyklisch ist, gilt &4 ¢ Uu U*. Es gibt also Vektoren u; € U,
Uz € UL, uj + 0, mit £ = uy + up. Seien vj = ujll~tu; und ¢p; = (v;lmev;).
Da 1y (G)u; L u; fur i # j, folgt

b = (EpITpEp) = (u1lmpur) + (u2|mpu2) = lurli>d1 + luzli>¢2 ,

so dass ¢ ¢ ;.
Andererseits nehme man an, dass 1y irreduzibel sei und ¢ — ¢ € P fir ein
@ € P. Fir alle f,g € L1 (G) gilt dann

IFIZ < A3 + 1113y = 1F13

und folglich
[(flDwl < Ifllpliglly < Iflapllglle -

Somit existiert ein positiv semidefiniter selbstadjungierter Operator T € L(H4)
mit (f1Tg)¢ = (flg)y fur alle f,g € L1(G). Fur alle x € G folgt

(flme(x DT ()@ = (L f1Lx@y = (f1@)p = (FITd)g ,

d.h. T € C(1r) und nach dem Schur’schen Lemma existiert ein ¢ = O mit T = c.
Es folgt ¢ = c¢p, p — ¢ = (1 — ¢)¢p. Daher ist ¢ € E;. O
Lemma 2.3.13. Es gilt £y = £; U 0.

Beweis. Sei ¢ € P mit —¢p € P. Dann gilt 0 > —¢(1) > 0, also ¢p(1) = 0 und
¢ = 0. Damit ist 0 € E.
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Sind andererseits ¢, € P mit ¢(1) + (1) = 1, so gilt ¢(1) = ¢(1) = 1. Es
folgt E, C Ep.

Schliellich sei ¢ € Py \ (P; UO0). Dann gilt 0 < t = ¢(1) < 1 und mit ¢ =
¢(1)~1¢ folgt t¢p = . Dann ist @ kein Extrempunkt. O

Der folgende Satz ist etwas liberraschend, da P; im allgemeinen nicht schwach*
kompakt ist.

Theorem 2.3.14. Die konvexe Hiille von Z; ist schwach* dicht in P;.

Beweis. Sei ¢ € E. Da co(Ey) = Py, gibt es nach Lemma 2.3.13 ¢ = ZJ- CiaWjus
Yja € F1, Cjo 2 0,0 < (1) = X j¢; < 1, mit ¢ = limy ¢y in der schwach*-
Topologie.

Es gilt 1 = limy ¢px(1),da {f € L*(G)|]lf |l > a} fir alle a < 1 schwach*-offen
ist. Es folgt ¢ = limy P« (1) '« (schwach*) und da

¢¢x(1)71 zj Cin =1,

gilt p«(1) " 1px € co(Ey). O
2.3.15. Unser ndchstes Ziel ist es zu zeigen, dass die irreduziblen unitaren G-
Darstellungen die Punkte von G trennen. Nach dem Obigen reicht es, die Punk-
te mit Elementen von £; zu trennen und Theorem 2.3.14 legt nahe, dass es
reicht, mit Elementen von ; zu trennen. Um nun Punktetrennung zu beweisen,
muss man Funktionen aus C.(G) mit Funktionen aus 2 approximieren. Die letz-
te technische Hiirde besteht nun darin, die schwach*-Topologie auf P; besser
Zu verstehen.

Dazu sei E ein Banachraum. Die Topologie der kompakten Konvergenz auf E* ist
durch die Halbnormen

u — sup|u(K)| furalle K ¢ E kompakt

definiert. Analog ist die Topologie der kompakten Konvergenz auf G auf Cp(G)
definiert durch die Halbnormen

f —sup|f(K)| fiuralle K c G kompakt.

Lemma 2.3.16. Sei E* ein dualer Banachraum. Die Topologie der kompakten
Konvergenz und die schwach*-Topologie stimmen auf ||- || gx-beschrankten Men-
gen liberein.

Beweis. Sicher ist die Topologie der kompakten Konvergenz starker.
Sei umgekehrt 0 +# B € E*, C = sup||B||[gx < . Seien u € B, ¢ > 0,K C E
kompakt und § = 5. Es gibt ey,...,e, € K mit K ¢ U}_; Bs(ej). Sei v € B mit
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lu(ej) —viej)l < % fur alle j = 1,...,n. Dann folgt fiir alle e € K

lue) —v(e)|l < |u(e—ej)l +lulej) —viej)l +|viej—e)l < % +2C6=¢.

Dies zeigt die Behauptung. O

Lemma 2.3.17. Seien ¢ € P und f € L'(G). Zu jedem & > 0 und jedem Kom-
paktum K C G existiert eine schwach*-Umgebung ¥ C P von ¢, so dass

SUPxek, eyl (f * ) (x) = (f *x ) (x)| < €.

Beweis. Es gilt f x ¢p(x) = [ f(xy)p(y~1) dy = [(Ly1f)p nach Korollar 2.3.8.
Weiter ist Lg-1 f ¢ L1(G) kompakt. Es gibt also eine Umgebung in der Topologie
der kompakten Konvergenz mit der gewiinschten Eigenschaften. Die Behaup-
tung folgt aus Lemma 2.3.16. O
Lemma 2.3.18. Sei ¢ € P;. Dann gilt |p(x) — Pp(y)]|° <2 —2Rep(xy~h).
Beweis. Sei ¢ = (u|mu). Dann gilt ||u|? = (1) =1, p(x~1) = p(x). Es folgt

[P (x) —PpV)IF = lp(x) —py DI < (mx™!) =y H)ull?
=2 -2Re(m(x Hulm(y Hu) =2 -2Rep(xy 1) .

Dies zeigt die Behauptung. O

Theorem 2.3.19. Auf P; stimmen die schwach*-Topologie und die Topologie
der kompakten Konvergenz auf G uberein.

Bemerkung 2.3.20. Die Aussage ist fiir Py im allgemeinen falsch! Es gilt etwa
Ps(x) = eX% ¢ P;(R) und diese Funktionen konvergieren schwach* gegen die
Konstante 0 € Py \ ;. Sie haben in der Topologie der kompakten Konvergenz
auf R keinen Grenzwert.

Beweis von Theorem 2.3.19. Sei zunichst f € L1(G) \ 0. Zu € > 0 existiert ein
&

Kompaktum K C G mit [ x| f| < §. Seien ¢,y € Py, sup|(¢p — @) (K)| < AN
Es gilt (1) + (1) = 2, also |¢p — Y| < 2. Somit

[r@-w| <2 110 sl - vl <.

Damit ist die kompakte Konvergenz auf P; starker.

Umgekehrt seien ¢p € Py, € > 0 und K C G kompakt. Gesucht ist eine schwach*-
Umgebung ¥ von ¢ mit sup,ck yevlP(Xx) — @(x)| < €.

Zu 6 > 0 gibt eine kompakte 1-Umgebung mit sup,.cy|¢(x) — 1| < 6. Sei

Yi={yeP | |f(p-uw| <6 mit f=vol(V) 'ly.
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Da f € L1(G), ist dies eine schwach*-Umgebung von ¢ in ;. Fiir alle ¢ € V¥ gilt
offenbar |, (¢ — 1)| < 26 vol(V). Aulerdem fiir alle x € G

If * @(x) - @(x)| =vol(V)! Jv(tl/(y‘lx - Y(x)) dy‘

<vol(V)~! Jv(z _2Rep(y)) V2 dy

<y2vol(V)-1| | (1 -=Rep(y))dy 1/2<2£
J 1, |

nach Lemma 2.3.18 und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Nach Lemma 2.3.17 existiert eine schwach*-Umgebung ¥> von ¢ in P;, so dass
SUpPyek,pew, | f * (¢ — @) (x)| <6.Seinun ¥ = ¥; N ¥2. Dann gilt

SpreK,wew|¢(X) —Y(x)| < 45 + 65 .

Fir hinreichend kleines 6 > 0 folgt die Behauptung. O
Mit dem folgenden Dichtheitsresultat folgt unser Hauptsatz.

Satz 2.3.21. Es gilt C.(G) * C.(G) C (Cc(G) n P) und letzterer Raum ist dicht in
Cc(G) bzgl. || lo und in L7 (G) bzgl. |-, (1 < p < o).

Beweis. Sei U = (C.(G) nP). Nach Korollar 2.3.3 gilt dann f * f e U fur alle
f € Ce(G), wobei f(x) = f(x~1). Die Polarisierungsformel

fxrg=2 . [(f+eg) *(f+eg)”

zeigt C.(G) *x C.(G) C U. Ist (Yy)yeu eine Fasteins in C.(G), so ist die Menge
Uveu Cc(G) x @y dichtin C.(G) bzgl. |- |l und in L (G) bzgl. |- 1|, (1 < p < o),
nach Satz 1.5.9. O

Das folgende Theorem heil’t Satz von Gelfand-Raikov.

Theorem 2.3.22. Seien x,y € G, x # y. Es gibt eine irreduzible unitéare G-
Darstellung 7t mit m(x) # (V).

Beweis. Es gibt ein f € C.(G) mit € = | f(x) — f(»)| > 0. Nach Satz 2.3.21 kann
man 0.B.d.A. annehmen, dass f € (C.(G) nP). Da {x,y} kompakt ist, gibt es
nach Theorem 2.3.19 und Theorem 2.3.14 ¢1,...,¢, € Z1 und ¢; € C, so dass
fir g = 3 jcj¢; gilt sup,_y ,1g(z) — f(2)| < 5. Dann folgt g(x) # g(y).

Es gibt also ein j, so dass fiir ¢ = ¢; gilt p(x) = ¢(y). Nach Theorem 2.3.12
ist m = 1y irreduzibel. Nach Theorem 2.3.6 gilt mit u = &4, dass ¢ = (u|mu).
Es folgt r(x) = w(y). O
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3 Analysis auf lokal-kompakten Abelschen Gruppen

Im folgenden sei G stets eine lokal-kompakte Abelsche Gruppe.

3.1 Die duale Gruppe

Definition 3.1.1. Nach Korollar 2.1.10 ist jede irreduzible unitdare G-Darstellung
eindimensional. Daher betrachten wir die Menge aller Charaktere

G=1{E:G—T| Estetig, E(xy) = EX)E(Y) (Vx,¥ €G)} .

Ist & € G und 7t die unitire G-Darstellung auf C, gegeben durch 1m(x) = £(x),
so gilt &€ = (1|mr1). Nach Theorem 2.3.12 gilt G = F1. Dies versieht G mit einer
Topologie.
Wir schreiben

(x,&) =&(x) furalle xeG, e G.

Offenbar ist G eine Abelsche topologische Gruppe unter punktweisen Verknup-
fungen (nach Theorem 2.3.19) und

<X,§71> = <x71s E) = <x!§> .

Man nennt G die duale Gruppe von G.

Theorem 3.1.2. Die Teilmenge G U0 von L®(G) = LI(G)’ ist genau die Men-
ge aller stetigen Algebrahomomorphismen L'(G) — C. Insbesondere ist GUO
kompakt und G lokal kompakt.

Beweis. Zunachst hat man eine Einbettung GuO = LU0 =%Fy c L*(G). Als
Funktional auf L' (G) ist € € G gegeben durch

fe | re= | oo g ax.

Dies ist die integrierte Darstellung von & und daher ein *x-Homomorphismus.
Ist ®: L' (G) — C ein stetiger Algebrahomomorphismus, so gilt ®(f) = [ f¢ fur
ein ¢ € L¥(G). Sei f € L1(G) mit #(f) = 0. Dann gilt

o(f) chb =0(f xg) = Jcb(f * g)
= [[ee0fy g dvdx = [ @Ry g dy

Folglich gilt ¢(y) = ®(f)"1®(R, -1 f) fiir lokal fast alle y € G. Auf diese Weise
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kann man einen stetigen Reprasentanten fiir ¢» wahlen und

P(x)P(f) = @(Ry-1x-1f) = P(Ry-1Rx1f) = p(¥)P(x)P(f),

also p(xy) = p(x)p(v). Es folgt p(x) # 0und ¢p(x") = Pp(x)" fur alle x € G,
n € N. Da ¢ beschrankt ist, folgt ¢ (x) € T. (Ware |¢p(x)| < 1 fiir ein x, so wire
|p(x~1)] > 1.)

Damit ist die behauptete Gleichheit gezeigt und es folgt, dass G U 0 schwach*
abgeschlossen in der Einheitskugel von L® (G) ist (weil durch bilineare Gleichun-
gen gegeben), also schwach*™ kompakt. Da 0 abgeschlossen ist, ist G als lokal
abgeschlossene Teilmenge lokal kompakt. O
Satz 3.1.3. Sei G kompakt. Dann gilt G cC L*(G) Cc L?P(G) fur alle p > 1. Ist das

Haarmall von G so normalisiert, dass vol(G) = 1, so ist G eine orthonormale
Teilmenge von L2 (G).

Beweis. Sei & € G. Es gilt |£|12 =1, also ||E]l» = 1. Istnun n € G mit n + &, so ist
(x,&n) # 1 fiir ein x € G. Es folgt

Jén = J(y,é‘lm dy = (x,&'n) J(x‘ly,li‘ln)dy
=(x,& 'n) J<y,§1n> dy = (x,€'n) JEn :

also [En = 0. O
Satz 3.1.4. Falls G diskret ist, ist G kompakt. Falls G kompakt ist, ist G diskret.

Beweis. Falls G diskret, gilt § € L!(G). Es ist ein Algebrahomomorphismus
® : L'(G) — C genau dann # 0, wenn ®(5) = 1. Daher ist die Menge der von
Null verschiedenen Algebrahomomorphismen L!(G) — C eine schwach* abge-
schlossene Teilmenge der Einheitskugel von L® (G). Somit ist G kompakt.

Ist nun G kompakt, so gilt 1 € LY(G) und u : f — [ f ist eine schwach* stetige
Linearform auf L*(G). Nach Satz 3.1.3 ist u(1) = 1 und u(&) = 0 fir alle € € @,
& + 1. Es folgt, dass 1 € G isoliert ist; also ist G diskret. O

Im folgenden bestimmen wir G in einigen Beispielen.
Satz 3.1.5.

(i). Es gilt R = R vermoge der Paarung (x, &) = e2TixE,
(ii). Es gilt T=7 vermoOge der Paarung (x,n) = «™.
(iii). Es gilt 7=T vermoge der Paarung (n, ) = «".

(iv). Es gilt Z/kZ = 7/kZ vermdge der Paarung (m, n) = e2mimn/k,
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Beweis. (i). Sei ¢ € R. Es gilt ¢(0) = 1, also gibt ein £ > 0 mit ¢ = [5 p(t) dt > 0.
Es folgt fur alle x € R

X+E&

cd(x) :J:d)(t+x)dt= $(t) dt .

X

Daher ist ¢ differenzierbar mit
P (x) =cHp(x + &) —P(x)) =cHp(e) —1D)p(x) .

Mit C = ¢ 1(¢p(e) — 1) folgt p(x) = e“*. Da |$p| = 1, folgt C = 2mi& fiir ein
& € R. Die Umkehrung ist klar. Dass der Isomorphismus R — R ein Homomor-
phismus ist, folgt aus Theorem 2.3.19.

(ii). Da x — e2™* einen Isomorphismus R/Z — T induziert, sind die Charaktere
von T gerade diejenigen von R, die auf Z trivial sind. Die Behauptung folgt nun
aus Teil (i), da T nach Satz 3.1.4 diskret ist.

(iii). Sei ¢ € Z, so gilt & = ¢(1) € T und ¢p(n) = «™. Damit hat man einen ste-
tigen Gruppenisomorphismus Z — T. Da der Definitionsbereich nach Satz 3.1.4
kompakt ist, ist er ein Homdomorphismus.

(iv). Zunéachst ist Z//\kz diskret und kompakt, also endlich. Weiter sind die Cha-
raktere von Z/kZ durch die auf kZ trivialen Charaktere von Z gegeben. Fir
¢ e Z//k\Z gilt daher ¢p(1) = «™ fir eine k-te Einheitswurzel x. — O
Man erhédlt mehr Beispiele durch die Bildung direkter Produkte.

Satz 3.1.6. Seien Gj, j = 1,...,n, lokal-kompakte Abelsche Gruppen. Dann gilt
(H;Lq Gj)A = H}l:l Gj.
Beweis. Sei & = (&;) € [[; G . Dies definiert einen Charakter von [1j-1 G; durch

(x;),&) = Hj<xj,§j> fir alle (x;) € HJ, Gj.
Ist andererseits & € ([}, G;)", soist € dieser Form mit
(x,&j) =((1,...,1,x,1,...,1),&) furalle x € G;.

Da die Produkttopologie die Topologie der punktweisen Konvergenz ist, ist die-
ser Isomorphismus ein Homéomorphismus. O
Korollar 3.1.7. Es gilt RN = R™, Tn = 7", 7" = T" und G = G fiir jede endliche
Abelsche Gruppe G.

Beweis. Jede endliche Abelsche Gruppe ist das direkte Produkt endlicher zykli-
scher Gruppen Z/kZ. |
Satz 3.1.8. Seien (Gy)xea kompakte Abelsche Gruppen und G = [[yca Ga- ES
gilt G = Duca G-
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Beweis. Wie fiir endliche Produkte definiert jedes (§x) € @D« @a einen Charakter
¢ e G. Sei umgekehrt & € G und Ex = E|Gy. Sei V eine 1-Umgebung von G, so
dass |E — 1| < 1 auf V. Es gibt 1-Umgebungen V in G4, wobei Vy = G fir fast
alle ¢, so dass [ [V C V. Sei o mit Vy = Gy. Dann ist £E4(Gy) eine Untergruppe
von T, die in {x||ox — 1| < 1} enhalten ist. Damit gilt &, = 1.

Man hat somit einen Gruppenisomorphismus G — D xeca Gu. Nun ist G diskret,
also ist die Abbildung stetig. Die Einbettungen Gs — G sind stetig, da die G
diskret sind. Nach der Definition der Topologie auf der direkten Summe hat
man einen Homoéomorphismus. O
3.1.9. Sei G = (Z/27)®. Es gilt G = PP 7/2Z. Sei &, € G definiert durch
((ak), &n) = (=1)%n fur alle (ax)k=1 € {0,1}®. Die nicht-trivialen Charaktere
von G sind endliche Produkte der &,.

Identifiziert man G mit [0,1] via (a,) — >, an2~ ", so wird &, mit der Rade-
macher-Funktion r,, identifiziert, die auf den Intervallen

[0,27"[,[27™,2-27",...,[1 =271 (3.1)

abwechselnd die Werte +1, —1 annimmt.

Ist n € N, so sei by - - - by die Binardarstellung von n. Setze w, = rlbl .- -r,fk.
Dies ist die n-te Walsh-Funktion. Aus Satz 3.1.3 folgt, dass (wy) ein Orthonor-
malsystem in L2(0,1) ist. Man sieht leicht ein, dass wy auf den Intervallen in
(3.1) konstant ist, wenn k < 2". Wahrend &,, auf diesen Intervallen konstant ist,
nimmt &, auf jedem der Intervalle die Werte +1 und —1 an.

Daraus folgt leicht, dass der Aufspann der wy mit k < 2" genau die Menge der
auf den Intervallen in (3.1) konstanten Treppenfunktionen ist. Daher ist (wg)
sogar eine Orthonormalbasis.

3.1.10. Sei nun G4 = (Qp, +), p € P. Jedes x € Qp ist der Form Z}’-":N cjpf mit
0 <c¢j <pund N € Z. Weiter gilt x € Z, genau dann, wenn N = 0 gewahlt
werden kann. Definiere e2™X = ¢2TiZiineir’ und (x, %) = e2™X. Dies macht
Sinn, da 2P’ = 1 fiir alle j > 0.

Falls 0 < a,b < pund j < 0,sogilta+b =c+np firein0 < c < p und
n =0, 1. Es folgt

iapJ ibpJ i J i J 1+j
eZTrlap eZTrlbp _ e27‘rl(a+b)p _ eZTrl(cp +np tJ) .

Falls j = —1, so ist dies gleich e2micr! Dies zeigt, dass &; ein Homomorphismus
mit ker §; = Z, ist. Es folgt, dass &; auf den Nebenklassen von Z, kostant ist. Da
diese eine offene Uberdeckung von Q,, bilden, ist &; stetig, also ein Charakter.
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Nun definiert man durch Multiplikation in Q,

(x,&y) =(xy,&) furalle x,y € Qp.

Dann ist £, ebenfalls ein Charakter und ker &), = |y 1,'Z, = By, ;1(0) far y + 0.
Wir zeigen nun, dass alle Charaktere von G, dieser Form sind.

Lemma 3.1.11. Sei € € Ga = @p. Es gibt ein k € Z mit B, (0) C ker&.

Beweis. Es gilt £(0) = 1 und & ist stetig. Daher E(Bpk(O)) cl{zeTllz-1| < 1}
fur ein k € 7. Dann ist die Untergruppe &(B,«(0)) trivial. O

Jedes & € G ist durch die Werte (p/, &) mit j € 7 eindeutig bestimmt. Sei & + 1.
Nach dem Lemma gibt ein k mit (p/,&) = 1 fir alle j > k, aber (p*1, &) = 1.
Wir untersuchen den Fall k = 0.

Lemma 3.1.12. Sei & € @a = @p mit (1,&) = 1 # (p~1,&). Dann gibt es Zahlen
cj €10,...,p—1},7=0,¢co # 0, so dass (p~k &) = exp(27‘riZ'jzl ck_jp‘f) fur
alle k > 1.

Beweis. Sei wy, = (p~*, &) fir alle k > 1. Dann gilt w},, = (p - p~*+D &) = wy.
Insbesondere ist w; eine p-te Einheitswurzel und es gibt ein 0 < ¢y < p mit
w; = e?™ic/P Nach Voraussetzung ist co = 0.

Sei nun wy = exp(ZTriZ;?:l ck_jp*j) fur gewisse c¢;. Dann ist w41 eine p-te
Wurzel von wy, so dass es ein 0 < ¢y < p gibt mit

w1 = exp(2mi(ckp ™t + 35y crojp~UTY)) = exp(2mi X5 crar-jp )

Per Induktion folgt die Behauptung. O
Lemma 3.1.13. Sei & € @a = @p mit (1,&) = 1 # (p~1,&). Dann gibt es ein
¥y € Qpmit|y|l=1und§ = §,.

Beweis. Wir wihlen (c;) wie oben und setzen y = Z;":O ijj € Zp.Dacy # 0, gilt

sogar |y| = 1. Es gilt p Xy = 35 cxajp/ und S5 crojp=7 = 371 cnagp,
also fur alle k > 1

(pK,8) =™y — (pky B = (pTME)) .

Da 7, c ker § nker &, folgt & = &,,. O
Theorem 3.1.14. Sei G, = (Qp, +). Dann gilt @a = Gg,.

Beweis. Die Abbildung ¢ : v —~ &, : G4 — G, ist sicher ein Homomorphismus.
Ist &, = 1,s0 gilt p~/y € ker&; = 7, fiir alle j > 0. Es folgt v = 0, also ist ¢
injektiv.

Sei nun & € @a. Da & = 1, kann man & # 1 annehmen. Es gibt nach Lem-
ma 3.1.11 ein kleinstes k € Z mit (p*, &) = 1. Definiere n € (A}a durch (x,n) =
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(xpk, &). Nach Lemma 3.1.13 gibt es ein z € Qp, |z| = 1 mit n = &,. Es folgt
E=& mity = p~kz. Dies zeigt, dass ¢ ein Gruppenisomorphismus ist.
Firj>1seiUj={z€Tl|lz-1| <1} und fir k € Z setze

Vik = {€€ Ga | EB(0) C Uj} .

Nach Theorem 2.3.19 ist (Vi) eine Umgebungsbasis der 1 in @a. Da U; keine
nicht-triviale Untergruppe enthalt und &(B,«(0)) eine Untergruppe von T ist, gilt
Vik = Vi = {€ | Byx(0) C ker &}. Es gilt ¢! (V) = B,-«(0), daker&, = By, -1(0).
Somit ist ¢ stetig. Da G, eine Basis von offenen kompakten Teilmengen hat, ist
¢ ein Homoomorphismus. O

3.2 Die Fourier-Transformation

Definition 3.2.1. Fiir alle £ € G und f € L'(G) definieren wir

FFE = FE =E1f) =E(f) = jG o, E) f(x) dx .

Dadurch ist eine Abbildung F : L1(G) — C (@) definiert, die wir die Fouriertrans-
formation nennen.

Satz 3.2.2. Die Fouriertransformation ist ein normabnehmender *-Homomor-
phismus L!(G) — Cy(G) mit dichtem Bild. Es gilt firr alle y € Gund n € G

(Ly ) () = (¥, ) f(E) und ()" (&) = Lpf () . (3.2)
Beweis. Dass F normabnehmend ist, folgt aus 2.2.1. Mit Theorem 2.2.3 gilt

Ff*xg")E) =Ef xg*) =ENEGP*=FNHEF@) @,

also ist /F ein *-Homomorphismus. Fiir f € L1(G) definiert F f sogar ein Ele-
ment von C(@ U 0) (durch Ff(0) = 0). Da GuUO0 schwach*-kompakt ist, ist Co(@)
identisch mit der Menge der stetigen Funktionen auf G U 0, die in 0 verschwin-
den. Damit nimmt F Werte in Co(G) an.

Das Bild von 7 ist eine involutive Unteralgebra von C(@). Nach Theorem 3.1.2
ist offensichtlich, dass das Bild die Punkte trennt. Nach dem Satz von Stone-
Weierstral® folgt die Dichtheit des Bildes von F.

SchlieRlich rechnet man

(Lo )" (E) = j<x, ) F (v 1x) dx = j<xy, ) (x)dx =y, E) 1 (E) ,
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sowie

()" (E) = j<x, £, D f(x) dx = Ly f(E) .

Dies zeigt die Behauptung. O

3.2.3. Man erinnere sich an den Raum M(@) der beschrankten komplexen Ra-
donmaRe auf G. Fiir 4 € M(G) definiert man ¢, € C,(G) durch

bulx) = deu = J(x,&du(ﬁ) :

Satz 3.2.4. Die lineare Abbildung u — ¢, : M(CA}) — Cp(G) ist normabnehmend
und injektiv.

Beweis. Dass die Abbildung normabnehmend ist, folgt aus der Holderunglei-
chung. Sei ¢, = 0. Dann gilt

[FEhaue = [[ roo e au@ax=o.

Da F dichtes Bild hat, folgt u—! = 0 und somit u = 0. O
3.2.5. Ist u positiv, so ist ¢, positiven Typs. In der Tat,

j(f* % fly = j (F* % f) () (x, E) dx du(E)
=[x HE D auE = [17E 2 au@ >o0.

Die Umkehrung ist nach dem folgenden Theorem, dem Satz von Bochner, auch
richtig.

Theorem 3.2.6. Sei ¢p € P. Dann existiert genau ein positives beschranktes Mal}
U= pp € M(G) mit ¢ = ¢y

Beweis. Sei M, die Menge aller positiven u € M(@) mit ||ul| < 1. Es reicht zu
zeigen, dass ® : pu — ¢, : My — Py surjektiv ist. Die Gleichung [ f¢, = [ FYdu
zeigt, dass ® schwach*-stetig ist. Da My schwach*-kompakt ist, hat & kompak-
tes konvexes Bild. Da ®(6g) = &, enthdlt das Bild Gu0 = Fo. Nach dem Satz von
Krein-Milman ist ® surjektiv. O
Definition 3.2.7. Sei B = {¢,lu € M(@)}. Nach Theorem 3.2.6 ist B der lineare
Aufspann von 2, also nach Theorem 2.3.6 die Menge aller Koeffizientenfunktio-
nen von G. Man nennt B die Fourier-Stietjes-Algebra. (Da u — ¢, wie man leicht
sieht, ein *«-Homomorphismus ist, ist B eine involutive Unteralgebra von Cp (G).)
Fiur 1 < p < oo setzen wir auch B” = BNLP(G). Zu ¢ € Bseiu = ug € M(@)
eindeutig bestimmt durch ¢ = ¢,.

Lemma 3.2.8.Sei K C G kompakt. Es gibt ein f € C.(G) NP mit f > O0und f >0
auf K.
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Beweii. Sei h € Co(G) mit 1 = [h = h(1) und setze g = h* x h € P. Es gilt
g = |h2 > 0und §(1) > 0. Daher existieren eine 1-Umgebung V ¢ G und
g;l,...,gn e G mit g > OAauf 1% undAK c Ujo1 &;V. Sei f = 371 €jg. Dann gilt
f = Z;‘zl Lg Jg, so dass f = 0 und f > 0 auf K. Es ist leicht einzusehen, dass
f e P gilt. O
Lemma 3.2.9. Seien f, g € B'. Dann gilt f du, = g duy.

Beweis. Sei h € L (G). Dann gilt

Jhd[,lf H(x 1 EYh(x) dXdIJf_Jh (x)fxHdx =hx*xf)(1).

Es folgt [hgdus = (h* g) * £)(1) = (h * f) * g)(1) = [ Af py. Da F dichtes
Bild in Cg(@) hat, folgt die Behauptung. O

Das folgende Theorem ist die erste Version des Fourier-Inversionssatzes, die wir
beweisen.

Theorem 3.2.10. Fiir eine geeignete Normalisierung des Haarmales auf G gilt
fir alle f € B!, dass f € L1(G) ist und

f(x) = J(x,E)f(E)dE firalle x € G.

Beweis. Wir definieren ein positives lineares Funktional auf CC((A;), das die ge-
suchte Gleichung 16st, und zeigen, dass es ein HaarmaR auf G definiert.

Zuy e CC(@) gibt es gemal Lemma 3.2.8 eine Funktion f € C.(G) NP c B!, so
dass f > 0 und f > 0 auf supp . Man setzt

I(y) = Jw(f) Yduy .

Nach Lemma 3.2.9 hangt dieser Wert nicht von der Wahl von f ab. Folglich ist I
linear. Da f > 0 und py positiv ist, ist I positiv. Wieder nach Lemma 3.2.9 gilt
I(gy) = [ g du, fur alle g € BL. Aus Satz 3.2.4 folgt, dass I = 0 ist.

Bleibt zu zeigen, dass I invariant ist. Es gilt

j<x,§>duf<n§> = o j<x,§>duf<§> = (Tf) (x) = j(x,adur,f(&) ,

also duyg(ng) = duyy(E). Sei f derart, dass f > 0 auf suppL,y = nsupp y.
Dann gilt f = L, f > 0 auf supp ¢ und

I(Lyy) = jwn—lzj)(f(z))-l Ay (€) = jw<§><f<n§>>-1 dyy (E)
- jw@(ﬁ?(é))‘ldur,ﬂa — ().
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Damit ist I ein nicht-triviales, invariantes positives lineares Funktional und es
gibt ein HaarmaR d€ auf G mit I(y) = [ (&) dE. Fir alle f € B! gilt [ yf dE =
I(f([/) = [wduy, also folgt f(g) d& = duyr(&). Damit ist f € LY(G) und es folgt
[{x, g)f(g) d& = f(x) fur alle x € G (aus der Definition von pyg). —— O
Definition 3.2.11. Das durch die Wahl von dx und die Normalisierung in Theo-
rem 3.2.10 festgelegte Mal d& heil’t duales Maf von dx. Wir werden auf G zu
gewdhltem HaarmaR dx auf G immer nur d& betrachten.

Korollar 3.2.12. Fiir alle f € L1(G) n P gilt f > 0.
Beweis. Das Mal f(E) d& = duys (&) ist nach Theorem 3.2.6 positiv. —— O

3.2.13. Wir identifizieren R mit R vermoge (x, &) = e2™*& Dann ist das Lebes-
guemall von R selbst-dual. In der Tat gilt offenbar d§ = c dx fiir ein ¢ > 0. Da
entsprechend normierte Gaullfunktionen ihre eigene Fouriertransformierte sind
(g = g, wobei g(x) = e*”XZ), folgt c = 1.

3.2.14. Wir identifizieren Q, mit Q, via (x,y) = &y (x) = e2™, Normiert
man dx durch vol(Z,) = 1, so ist dx selbst-dual. Nach Satz 3.1.3 ist fir die
charakteristische Funktion f = 17, gerade f (y) = fzp Ey gleich 1 fur &, (Z,) =1
und gleich 0 sonst. Es gilt §,,(Z,) = 1 genau dann, wenn y € Z,. Damit ist f = f.
Da dx zu seinem dualen Mal proportional ist, ist dx sein eigenes duales MaR.
Satz 3.2.15. Sei G kompakt, vol(G) = 1. Das duale MaR ist das ZahlmaR (d.h.
Punkte haben Masse 1). Sei G diskret mit dem ZdhlmaR als HaarmaR. Dann gilt
vol(G) = 1.

Beweis. Sei G kompakt und g = 1. Es gibt ein ¢ > 0, so dass d& = cd#(&), wobei
# das ZahlmaR ist. Es folgt g(x) = ¢ zge@(x, &)g (&), nach Theorem 3.2.10. Nach
Satz 3.1.3 gilt g = 1413, also g(x) = (x,1) = zge@u,gm(g). Dann ist ¢ = 1.
Sei nun G diskret und g = 1y1;. Es gilt [(x, &) dE = O fir alle x # 1 und fir
x = 1 ist das Integral gleich Vol(@), nach Satz 3.1.3. Andererseits ist g(x) = dx1
und g(x) = [{x, E)d& nach Theorem 3.2.10. O

3.2.16. Fur die Gruppen T und Z sind die natturlichen HaarmalBe d0o 1] und das
ZéhlmaR. Der Fourierinversionsatz liefert

1

fn) = Jo e ?mMOF(0)de und f(O)= > e*™"f(n)
fiir alle f € BY(T).

3.2.17. Sei G = 7Z/kZ. Man wahlt auf G das ZahlmaR #. Das duale MaR ist k~1#.
Es gilt

k-1 k-1
2 1

f(m) _ Z e*ZWimn/kf(n) und f(n) _ E Z eZWimn/kf‘(m) .

n=0 m=0
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Das folgende Theorem ist das Plancherel-Theorem fiir lokal kompakte Abelsche
Gruppen.

Theorem 3.2.18. Die Fouriertransformation auf L' (G) nL2(G) setzt sich in ein-
deutiger Weise zu einem unitiren Isomorphismus L2(G) — L2 (@) fort.

Beweis. Sei f € L1(G) N12(G). Dann gilt f % f* = f x f e LL(G) n P c B!, da
G unimodular ist, und wegen Korollar 2.3.3. Weiter f/*?* = | f 12, also folgt mit
Theorem 3.2.10

Jlf(x)lzdx — (f % f5)(1) = Jf/*7*(§) dE = j|f<§>|2d§ .

Daher dehnt sich ¥ in eindeutiger Weise zu einer Isometrie L2(G) — LZ(@) aus.
Sei @ € L2(G) orthogonal zu F(L'(G) nL2(G)) und f € LY(G) N L2(G). Dann
gilt yf € LY(G), also p = w(E) f(E) AE € M(G). Weiter

Pux) = [ 0@ dg = [ Lfw =0

fir alle x € G. Es folgt u = 0 aus Satz 3.2.4, also Lpf = 0 f.i. Aus Lemma 3.2.8
folgt f = 0 f.i. O
Korollar 3.2.19. Sei G kompakt mit vol(G) = 1. Dann ist G eine Orthonormalba-
sis von L2(G).

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.1.3 und der Injektivitdat in Theorem 3.2.18. - O

3.3 Der Dualitdtssatz von Pontrjagin

3.3.1. Man definiert zu x € G einen Charakter ®(x) von G durch
(E,®(x)) = (x,E) firalle E€G .

Dann ist ® : G — G"" ein Gruppenhomomomorphismus. Wir werden zeigen,
dass ¢ ein Isomorphismus topologischer Gruppen sein wird.

Lemma 3.3.2. Zu @,y € C.(G) gibt es h € B (G) mit @ * ¢ = h. Insbesondere
ist F(B') dichtin L?(G) fir alle 1 < p < .

Beweis. Seien f = ¢p, g = Py, h = Pgpyy. Dann gilt f,g,h € B. Fur alle
k € L'(G) nL?(G) gilt nach Theorem 3.2.18

"] =] | v oR@ 0 dx dg| = [k < IKIl@lz = [Kl2l2

also f € L2(G). Analog g € L2(G). Man sieht leicht, dass h = fg gilt, also ist
h € LY(G) und somit h € B!. Es folgt h(x) = [(x,E)h(E)dE = ¢bj(x) aus
Theorem 3.2.10, also ¢ * @ = h nach Satz 3.2.4. O
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Lemma 3.3.3. Sei G eine lokal-kompakte Gruppe und H eine Untergruppe. Ist H
lokal-kompakt in der Relativtopologie, so ist H abgeschlossen.

Beweis. Es ist H lokal abgeschlossen, also gibt eine 1-Umgebung U C G, so dass
U N H in U abgeschlossen ist. Sei x € H. Es existiert eine symmetrische offene
1-Umgebung V ¢ G mit VV c U. Es ist x~! € H, da letzteres eine Untergruppe
ist. Daher existiert y € Vx~! n H.

Sicher ist x € xV, also ist yx € VVNnHH Cc UnH = U n H. Dann folgt
x =y (yx) eH. O

Das folgende Theorem ist der Dualitdtssatz von Pontrjagin.

Theorem 3.3.4. Die Abbildung ® : G — G"”" ist ein Isomorphismus topologi-
scher Gruppen.

Beweis. Zunachst ist ® injektiv nach Theorem 2.3.22. Sei x € Gund (xX«)xea C G
ein Netz. Man betrachte folgende Aussagen.

(i). xq — xin G.

(). f(xx) — f(x) fir alle f € BL.
(ifi). [{xa, ). (E) dE — [(x,E)f () dE fiir alle f € B.
(iv). ®(xq) — ®(x) in G.

(i) = (ii). Dies ist offensichtlich.

(ii) = (i). Sei x4 — x. Dann existiert eine Umgebung U von X, sowie eine Menge
B C A, so dass fir alle x ein f € B mit f > « und xg ¢ U existiert. Nach
Satz 2.3.21 gibt es ein f € B! mit supp f € U und f(x) # O.

(ii) < (iii). Dies gilt nach Theorem 3.2.10.

(iii) < (iv). Die Topologie von G"" ist die schwach*-Topologie von L® (G); F(BY
ist dicht in L! (@ ) nach Lemma 3.3.2; das Bild von ® ist norm-beschrankt.

Nach dieser Uberlegung ist ® ein Homéomorphismus auf sein Bild, welches folg-
lich eine lokal-kompakte Untergruppe von G ist. Nach Lemma 3.3.3 ist ®(G) ab-
geschlossen. Angenommen, es gabe x € G \®(G). Sei V C G"" eine kompakte
symmetrische 1-Umgebung mit xVV N ®(G) = J. Seien 0 < @,y € C.(G"") \ 0
mit supp@ C xVund suppy C V.Dannist @ xy + 0, supp(@ *x ) Nd(G) = O.
Nach Lemma 3.3.2 ist @ * ¢ = h fiir ein h € B1(G). Es gilt

0=h@(y ) = J<§,<b<y>>h<§> dE = j(;v,ah(&) dE = pn(»)

fur alle v € G. Nach Satz 3.2.4 folgt h = 0, ein Widerspruch. ———— O
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3.3.5. Im folgenden identifizieren wir G und G"". Der Pontrjagin’sche Dualitats-
satz hat folgende wichtige Korollare.
Theorem 3.3.6. Sei f € L1(G) und f € L'(G). Dann gilt

flx)=f"(x1 = J(X,E)f(g)dé fur fastalle x € G .

Ist f stetig, so gilt die Gleichung tiberall.
Beweis. Aus der Definition

FE) = J<x-1, £)f(x) dx = j<x, £)f(x ) dx

also ist f € B'(G) und dpj(x) = f(x71)dx. Aus Theorem 3.2.10 folgt damit

f(x~1) = f*(x) fiir fast alle x. Da f"" stetig ist, folgt die Behauptung. =~ O
Theorem 3.3.7. Seien f,g € L1(G) mit f = §. Dann gilt f = g fast iiberall.
Beweis. Dies folgt aus Satz 3.2.4, angewandt auf G. O
Satz 3.3.8.1st G kompakt, so ist G diskret. Ist G diskret, so ist G kompakt.
Beweis. Dies folgt aus Satz 3.1.4, angewandt auf G. O

Satz 3.3.9. Fur alle f,g € L?(G) gilt (fg)" = f % g (fast tiberall).

Beweis. Zunichst nehme man an, dass f(x) = @(x~1) und g(x) = ¢(x~!) mit
@, € L2(G)NBY(G). Wir wissen bereits (@ * @) (x~1) = f(x)g(x). Aus Theo-
rem 3.2.10 zeigt, dass @ = f und ¢ = §. Da ¢ x ¢ € L1(G) und fg € L (G),
folgt aus Theorem 3.3.6, dass @ x ¢ = (fg)”" und (@ * Y)"(E 1) = (@ x ) (&)
fir fast alle &. Damit (fg)" = I J.

Da |If * glle < Ifl20812 = Ifl2gllz und [(f@) "l < Ifglli < Ifl2lgll2,
folgt die Behauptung. O

3.3.10. Mithilfe des Dualitdatssatzes von Pontrjagin kann man auch Quotien-
ten lokal-kompakter Abelscher Gruppen liberzeugend behandeln. Fiir eine ab-
geschlossene Untergruppe H von G betrachtet man dazu

H*={teéG | (x,&) =1 firalle x € H} .

Satz 3.3.11. Fiir alle abgeschlossenen Untergruppen H C G gilt H++ = H.
Beweis. Dies folgt leicht mit Theorem 2.3.22 durch Betrachtung von G/H. O

Theorem 3.3.12. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Seien Abbildun-
gend:(G/H)" - H-und ¥ : (A}/Hl — H definiert durch

®(n)=noq und Y(EH*) =&y,

wobei g : G — G/H die kanonische Projektion sei. Dann sind ¢ und ¥ Isomor-
phismen topologischer Gruppen.
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Beweis. Nach dem Homomorphiesatz ist ® ein Gruppenisomorphismus. Die To-
pologie auf (G/H)" ist die der kompakten Konvergenz auf G/H; die Topolo-
gie auf H+ ist die der kompakten Konvergenz auf G. Ist K ¢ G kompakt, so
ist g(K) C G/H kompakt. Umgekehrt gibt nach Lemma 1.6.7 zu kompaktem
L C G/H ein kompaktes K C G mit q(K) = L. Daher ist ® ein Homdomorphis-
mus.

Nimmt man G anstelle von G und H* anstelle von H , so erhilt man einen Iso-
morphismus topologischer Gruppen (G/H*)" — H** = H. Finem x € H ent-
spricht dabei der Charakter n von G/H*, gegeben durch

(EHY,n) = (x,€) furalle £E€G.

Die duale Abbildung G/H* = (G/H*)"" — H ordnet EH* also &|y zu und ist
somit gerade Y. Wegen der Pontrjagin-Dualitat und der Aussage fiir ® folgt, dass
¥ ein Isomorphismus ist. O

Die Surjektivitat von ¥ im Theorem liefert eine Version des Satzes von Hahn-
Banach fiir lokal-kompakte Abelsche Gruppen.

Korollar 3.3.13. Ist H C G eine abgeschlossene Untergruppe, so hat jeder Cha-
rakter von H eine Fortsetzung zu einem Charakter von G.

3.3.14. Man betrachte die Paarung (x,y) = e?™*Y auf Q, x Qp, die den Iso-
morphismus Q, — @p (additive Gruppe) induziert. Offenbar gilt Z,, = 7, also
Zp = Qpl/Zy.Daker& = Zp,ist Z, = §1(Qp), wobei die letztere Gruppe mit der
diskreten Topologie zu versehen ist. Wir bezeichnen diese Gruppe mit U,. Man
sieht leicht, dass U, die Vereinigung aller Gruppen pk-ter Einheitswurzeln mit
k > 1 ist.

3.3.15. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Da H und G unimodular
sind, trdgt G/H ein G-invariantes MaR yu nach Theorem 1.6.10. Insbesondere ist
p ein HaarmaR auf G/H. Es gilt nach (1.15) fiir eine geeignete Normierung der
MaRe

Jf(x)dxzj Jf(xy)dyd(xH) fur alle f € C.(G/H) .
G G/H JH

Der folgende Satz ist eine abstrakte Version der Poisson-Summationsformel
und kann benutzt werden, um wie in der Einleitung die klassische Poisson-
Summationsformel herzuleiten (hier nimmt man G = R und H = 7).

Theorem 3.3.16. Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe und f € C.(G).
Definiere F € C.(G/H) durch F(xH) = [y f(xy)dy. Dann giltﬁ = f|g+ (Wobei
H' = (G/H)"). Gilt fI[H*+ € L}(H"'), so gilt fiir eine geeignete Normierung der




3.3. Der Dualitdtssatz von Pontrjagin 57

MaRe (unabhéngig von f):
[ romay=| efeads.
H H+

Beweis. Fur alle £ € H+, x € G, vy € H gilt (xy,&) = (x, &). Daher

ﬁ<§>=j j <xy,§>f<xy>dyd<xH>=j B fx) = F(E) .
G/H JH G

Falls f |g+, kann man Theorem 3.3.6 anwenden. Es folgt die Behauptung. O
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4 Die Selberg’sche Spurformel

Sei G eine lokal-kompakte Gruppe mit abzdahlbaren UmbegungsbasenundI' C G
eine diskrete cokompakte Untergruppe, so dass I'\G ein G invariantes MaRE-
triagt. In diesem Fall ist L?(I'\G) eine unitdre G-Darstellung, die als direkte Sum-
me mit endlichen Multiplizitaten von irreduziblen G-Darstellungen zerfallt. Die
Selbergsche Spurformel driickt die gewichtete Charaktersumme dieser Darstel-
lungen durch Integrale tiiber die G-Bahnen O, durch die Elemente (genauer: Kon-
jugationsklassen) von I' aus. Man kann sie als Verallgemeinerung der Poisson-
schen Summationsformel in einen nicht-kommutativen Rahmen auffassen.

4.1 Cokompakte Untergruppen und Gitter

Definition 4.1.1. Eine abgeschlossene Untergruppe I' C G heillt cokompakt, falls
I'\G kompakt ist. Falls I'\G ein beschrdnktes G-invariantes Mal tragt, so heillt I’
cofinit.

4.1.2. 7 ist cokompakt in R. Ist K kompakt und « : K — G ein stetiger Homo-
morphismus, so ist G cokompakt in K X 4 G. Die Untergruppe SL(2,7) C SL(2,R)
is cofinit, aber nicht cokompakt. Es gibt cokompakte diskrete Untergruppen von
SL(2,R).

Satz 4.1.3. Falls es eine cokompakte unimodulare Untergruppe H C G gibt, so
ist G unimodular und H cofinit.

Beweis. Der Beweis ist dem von Theorem 1.6.10 dhnlich. Definiere
Pf(Hg) = J f(hg)dh = J f(hlg)dh firalle f e C.(G).
H H

Sei Pf = 0. Es gibt ¢ € C.(G) mit Pp = 1 auf g(supp f) (vgl. Lemma 1.6.8).
Dann folgt

JGf = JG(PCP oq)f = JH JGCP(hg)f(g) dgdh
= JH Jch(g)f(h—lg) dgdh = JG PPf=0.

Somit definiert Pf ~ [, f ein positives lineares Funktional auf C.(H\G). Sei u
das entsprechende Mal. Dann gilt mit f = Pp: Ry f = PRy@, also

| Rofdu=| Row=a6ta™ | @ =aca™ | Fau.
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Dal € C.(H\G) und Ry;1 = 1 fiir alle g € G, folgt Ag = 1. Somit ist u ein
(endliches) G-rechts invariantes MaR auf H\G und H ist cofinitt. — O
Definition 4.1.4. Sei I' ¢ G diskret. Dann ist I abgeschlossen. Falls T' cofinit
ist, heilft I ein Gitter. Falls I' cokompakt ist, heilft I' ein uniformes Gitter. Nach
Satz 4.1.3 und weil diskrete Gruppen unimodular sind (das ZdhlmaREist invari-
ant), ist jedes uniforme Gitter ein Gitter.

Theorem 4.1.5. Falls ein Gitter I C G existiert, so ist G unimodular.

Lemma 4.1.6. Sei G eine lokal-kompakte Gruppe. Genau dann ist vol(G) < oo,
wenn G kompakt ist.

Beweis. Sei vol(G) < o und V eine kompakte 1-Umgebung. Sei n € N mit
nvol(V) < vol(G) < (n + 1)vol(V). Die Zahl n hat die Eigenschaft, dass fir
alle m > nund x1,...,x,m Indizes 1 < i+ j < m existieren mit Vx; N Vx; # @
(sonst wire Vol(U§"=1 Vxj) = mvol(V) > vol(G)). Sei k minimal mit dieser Ei-
genschaft.

Seien x1,...,xx € G, so dass x;V N x;V = @ fir i # j, und setze K = U'J‘-zl x;V.
Ist x € G, so ist K n xK # @& wegen der Bedingung an k. Daher ist x € K~ 'K
und G = K~ 1K kompakt. O

Beweis von Theorem 4.1.5. Nach der Voraussetzung und Theorem 1.6.10 gilt
Aglr = Ar = 1, also N = ker Ag. Da N unimodular ist nach Korollar 1.6.11,
existiert ein N-invariantes Mal auf I'\N. Es folgt

J J 1 =vol(T'\G) < o ,
N\G JT\N

also aus dem Satz von Fubini, dass vol(N\G) < «. Da G/N eine lokal-kompakte
Gruppe ist, ist G/N kompakt nach Lemma 4.1.6. Aus Satz 4.1.3 folgt, dass G
unimodular ist. O

4.2 Diskretes Spektrum

4.2.1. Sei G lokal-kompakt und H C G eine unimodulare cokompakte Untergrup-
pe. Dann ist auf L?(I'\G) eine unitire Darstellung gegeben durch

Ryf(Tx) = f(Ixg) firalle f e€L*T\G), g,x€G.

Im Fall Z c R zerfallt L2(Z\R) als die direkte Summe der Charaktere e2™"? wie
aus der Plancherelformel fir lokal-kompakte Abelsche Gruppen oder dem Satz
von Peter-Weyl folgt. Dies ist auch die klassische Theorie der Fourierreihen. Man
sucht nun eine Verallgemeinerung dieses Resultats fiir I'\G.

Fur eine irreduzible unitire G-Darstellung (#{, 1) und n > 1 schreiben wir nrmr
fur die n-fache direkte Summe von 7t mit sich selbst.
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Theorem 4.2.2. Sei H C G eine unimodulare cokompakte Untergruppe und G
die Menge der Aquivalenzklassen unitirer G-Darstellungen. Dann ist L>(H\G)
die direkte Summe von G-Darstellungen

L*(H\G) = P__s Nu(m)m,

wobei Ny (17) endlich ist.

4.2.3. Der Beweis des Theorem erfordert etwas Vorbereitung. Zunéchst definie-
ren wir fiir f € C.(G) und kompakte 1-Umgebungen U C G

fu(y) = Supx,zeU'f(xyZ)| .

Lemma 4.2.4. Die Funktion fy ist stetig.

Beweis. Bekanntermalen ist fy nach unten halbstetig und es reicht zu zeigen,
dass f;;1([0,al) offen ist fiir alle a > 0. Sei y € G mit fy(y) < a. Dann ist
|f(UyU)| < aund da UyU kompakt ist, existiert eine offene Umgebung W von
UyU mit |f(W)| < a. Es folgt, dass eine y-Umgebung V gibt mit UVU C W.
Dann ist fy (V) < a. |

Definition 4.2.5. Eine Funktion f € C(G) heillt gleichgradig integrierbar, falls
fu € L1(G) fir eine kompakte 1-Umgebung U. Die Menge der solchen Funktio-
nen bezeichnen wir mit C, (G). Es gilt C,,(G) c L1 (G).

Nach obigem Lemma ist jedes f € C.(G) gleichgradig integrierbar. Man kann
zeigen, dass jede Schwartzraumfunktion auf R" gleichgradig integrierbar ist.
Die Menge C, (G) ist eine Art Ersatz fiir den Schwartzraum.

Das folgende Lemma wird im Beweis von Theorem 4.2.2 nicht benotigt, ist aber
an sich interessant.

Lemma 4.2.6. Es gilt C,,(G) C Co(G) NL2(G). Sei weiter G unimodular. Dann ist
C, (G) ist eine Algebra unter Faltung.

Beweis. Sei f € C,,(G) und U C G mit fy € L1(G). Ware f ¢ Co(G), so gibe es
€ > 0 und eine Folge xy € G mit x;U N x;U = & fir alle i # jund |f](xy) > &.
Es folgt fu(x,U) > € und folglich [ fu = >;_ |,y fu = o, ein Widerspruch!
Weiter gilt: alle gleichzeitig integrierbaren und beschrankten Funktionen liegen
in L?(G). Da fdirur f,g € C,(G) aufgrund der Unimodularitit gilt

(f % g)(xyz) = ij(xwm(w—lyz) dw ,

folgt leicht (f * g)uy < fu * gu. Daher folgt die Behauptung. ———— O
Lemma 4.2.7. Seien f € Cy(G) und @ € L?(H \ G), wobei H cokompakt sei.
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Dann gilt
[R(f)@](Hx) = j k(Hx,Hy)p(Hy)dHy
H\G

wobei k(Hx,Hy) = [, f(x~1hy) dh stetig ist.
Beweis. Sei Pf(Hg) = [y f(hg) dg und ¢ € C.(G) mit Py = 1. Dann gilt

r

ROPIHX) = | fOIwHxy)dy = ij<x—1y>cp<Hy>dy

- jw(hlwf(xly)(p(Hy)dydh
HJG

- j W) f(x Ty @ (HY) dy dh
HJG

J
r

- w(y)k(Hx,chp(Hy)dy:j K(Hx,Hy)dHYy .
G H\G

J

Esgiltk(Hx',HYy') < [|fu(x~thy)|dh firalle (x’,y’) € xU ! xUy.Dies zeigt
die Behauptung. O

Lemma 4.2.8. Sei A = A* C C.(G) ein Unterraum, der eine Fasteins im Sinne
von Definition 1.5.10 enthilt und (J{, ) eine unitiare G-Darstellung, so dass
1T (A) aus kompakten Operatoren besteht. Dann zerfallt 7 als die direkte Summe
irreduzibler G-Darstellungen mit endlichen Multiplizitdten.

Beweis. Man argumentiert wie im Beweis von Satz 2.1.7 mit dem Zorn’schen
Lemma (hier wird A = A* benutzt). Der entscheidende Punkt ist zu zeigen,
dass jeder invariante Unterraum von H einen irreduziblen Unterraum enthalt.
0O.B.d.A. reicht es zu zeigen, dass H einen irreduziblen Unterraum enthlt.

Fir jedes selbst-adjungierte a € A kann man die von Null verschiedenen Eigen-
werte (A;(a)) von 1r(a) so ordnen, dass lim; A;(a) = 0. Dann gibt es Zerlegung
in 17 (a)-invariante Unterraume

H =kerae P H,i, wobei Hy;=Kker(m(a)—2Ai(a)) .
i=0

Dabei sind die #, ; endlich-dimensional.

Sei U ¢ H abgeschlossen und invariant. Wir behaupten, dass, falls U = 0, es
a=a*€AundieNmit Un H,; + 0gibt. Sei U N H,; =0 fur alle a = a* €
Aund i € N. Dann gilt U c kerm(yy) fir eine (selbst-adjungierte) Fasteins
(py) C A. Es folgt fir alle u € U, dass u = limy m(@y)u = 0, also ist U = 0.
Dies zeigt die Behauptung.

Man wahle a = a* € Aund i € N. Die Menge

(W W=H,;nU=0,U cC H abges. invarianter Unterraum }
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enthalt ein Element minimaler Dimension. Sei W ein solches und
V= ﬂ{U | U abges. invar. Unterraum, U N H,; = W} .

Es gilt V.n H,; = W.Ist Z ¢ V nun ein abgeschlossener und invarianter Unter-
raum, so gilt dimZ n H,;; < dimW, da sonst V = Z wére. Dann ist wegen der
Minimalitat Z = 0; daher ist V irreduzibel.

Sei nun (Vj)je; eine Familie orthogonaler invarianter Unterrdume, die unitir
daquivalente G-Darstellungen sind. Sei jy € J beliebig und seien a = a* € A und
i € Nmit Vj, n H,; + 0. Da a die gleichen Eigenwerte in allen Darstellungen
hat, folgt V; n H,,; + O fur alle j € J. Somit ist #] < dimH,,; < co. Dies zeigt
die Endlichkeit der Multiplizitaten. O
Beweis von Theorem 4.2.2. Aus Lemma 4.2.7 folgt, dass fiir alle f € Cy,(G)
der Operator R(f) ein Integralkernoperator mit Kern k € C(H\G x H\G) c L2
ist, also Hilbert-Schmidt und insbesondere kompakt. Da G unimodular ist, ist
C.(G) ein selbst-adjungierter Unterraum von L (G). Da C.(G) C Cy(G), enthalt
letzteres eine Fasteins. Aus Lemma 4.2.8 folgt die Behauptung. ——— O

4.3 Die Spurformel

Definition 4.3.1. Sei (X, u) ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit Radonmal.
Eine Kernfunktion k € L? n C(X x X) heilt zuldssig, falls es g € L? n C(X) mit
lk(x,y)| < g(x)g(y) fir alle x,y € X gibt.

Ein linearer Endomorphismus S € End(L2(X)) heilt zuldssig, falls einen zulés-
sigen Kern k gibt mit Sp(x) = [ k(x,y)@(y) du(y) fir alle € L2(X).
Lemma 4.3.2. Sei X lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbaren Umge-
bungsbasen und p ein RadonmaR. Sei T ein Operator mit Kern k € L2NC(X x X).
Gilt T = $S*, wobei S zudssiger Operator ist, ist T von Spurklasse und es gilt
trT = [y k(x,x)du(x).

Beweis. Der Operator S ist Hilbert-Schmidt, also ist T von Spurklasse mit Spur
tr T = ||S|| 2. Sei | ein zuldssiger Kern fir S. Dann gilt

SS*@(x) = Jj(x,y)w(y)du(y) mit j(x,y) = Jl(x,Z)l(z,y)du(Z) .

Wegen der Existenz abzahlbarer Umgebungsbasen reicht es, die Stetigkeit von
Jj mit Folgen zu testen. Aus der Zuldssigkeit von | und dem Lebesgue’schen
Konvergenzsatz folgt, dass j stetig ist.

Nun zeigt man leicht, dass k = j ist. Somit ist k(x, x) = j(x, x) integrierbar und

Jxkoc,x)du(x) _ j 1(x,v) 1> dxdy = ISl =T .
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Dies zeigt die Behauptung. O
4.3.3. Sei C%L(G) = Cu(G) *x Cy(G) C Cy(G) (Lemma 4.2.6).

Sei I' ein uniformes Gitter in G und I'\T die Menge der Konjugationsklassen. Zu
y € I betrachtet man die Konjugationsklassen [y] = [§~1yd] und die Isotropie-
gruppen G, und I, =I'n Gy. Es gilt [,\I' = [y].

Wir zeigen weiter unten, dass G, unimodular ist, also tragt Gy \ ein G-invariantes
MaR. Fir f € C,(G) definiert man das Bahnintegral

0, (f) = L; Sy d).

Da I cofinit in Gy ist (siehe unten), ist der Ausdruck vol(I',\G,)O, (f) wohlde-
finiert; er ist unabhéngig von der Wahl des HaarmalRes auf G,.

SchlieRlich sei @r die Teilmenge der [1T] € @, fir die Ny(7r) > 0. Das folgende
Theorem ist die Selberg’sche Spurformel.

Theorem 4.3.4. Die Gruppe G habe abzahlbare Umgebungsbasen und I' C G sei
ein uniformes Gitter. Dann gilt fiir alle f € C2(G)

D mee, NI wm(f) = 3L VolTy\Gy) Oy (f) -

Beweis. Es reicht, die Formel fiir f = g *x h* zu zeigen. Durch Polarisierung
reicht es sogar, sie fiir f = h x h* mit h € C,(G) zu zeigen. Der Operator
R(f) = R(h)R(h)* ist positiv Hermitesch; nach Lemma 4.2.7 sind R(f), R(h)
Integralkernoperatoren mit stetigen Kernfunktionen

frTx,Ty)=>_ _ f(x'yy) und hr(Tx,Ty)=>___h(x'yy).
yel yel

Nach Lemma 4.3.2 ist R(f) von Spurklasse mit trR(f) = fr\G fr(x,x)dx. Ande-
rerseits gilt nach Theorem 4.2.2, dass trR(f) = >.__» Nr(m) trm(f).

meGr
Da I' ein uniformes Gitter ist, ist G unimodular. Insbesondere tragt I',\I' ein

invariantes MakR. Sei g € Cc(G) mit >, cr g(yx) = 1 fiir alle x € G. Man rechnet

wRf) = Lg(x)fr(rx,rx)dx = Zyerjg(x)f(x‘lyx)dx
- Z[z/]er\r Zrycrery\r JGg(x)f((Ux)_IY(UX)) dx
N Z[y]er\r JG Zryaery\rg(o__lx)f(x_lyx) dx

_ -1 -1
- Z[y]el"\l" er\G Zryaery\r ZTEryg(O- TX)f (x 7y x) dTyx)
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Da 3p gerr Srer, 9(01Tx) = 3y er g(yx) = 1, folgt
= fx7yx) d(Tyx)
Z[y]er\r er\c y
Nach Lemma 4.3.6 ist G, unimodular und I, in G, cofinit, also folgt

B Z[Y]Er\r Iry\Gy JGy\G fllox) "ty (o)) d(Gyo) d(Tyx)

= 2 y1en VOLNG) Oy (f)

Dies ist die Behauptung. O
Bemerkung 4.3.5. Im obigen Beweis wird fiir alle f € C.(G/J) die Formel

J f(th)dhdg=J f(gl)dg
G/HJH/] G/J

benutzt. Dies folgt sofort aus
||| renpdjanag - | rardg=| | rendid
G/HJH/JJ]J G GIJJJ

fir alle f € C.(G) und der Surjektivitdt der Abbildungen f ~ [; f(-j)dj :
Cc(G) — C.(G/]) sowie f — flg:Ce(G) — Co(H) (letzteres folgt aus dem Satz
von Tietze).

Lemma 4.3.6. Sei y € I. Dann ist G, unimodular und I, cofinit in G,.

Beweis. Nach der Rechnung im obigen Beweis ist fr,,\c f(xlyx)dx < o fir alle
f=0,fe€ C%L( G). Daher kann man ein Radonmal u auf I, \G definieren durch

| rau=| jwonay firale fecamo,
Gy\G L\G

wobei p : T)\G — G, die kanonische Projektion ist. Offenbar ist y invariant. Wir
zeigen, dass p beschrankt ist (daraus folgt insbesondere, dass py wirklich ein
Radonmal ist).

Sei 0 < f € C.(Gy\G). Es gibt ein f’ € Cc(G) mit f'(x tyx) = f(Gyx) fur alle
x € G (Tietze). Weiter gibt es f'' € C(Z)(G) mit [ < f"” (etwa f” = ¢ x f’ mit
geeignetem ). Es folgt

deuzj f(p(x))dfczj f’(xlyx)dfc<J F(x lyx)dx < oo .
L\G L\G L\G

Somit besitzt G, \G ein G-invariantes Mal. Da G unimodular ist, ist G, unimo-
dular. Es hat I\ Gy ein Gy-invariantes MaR.
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Sei f € Cc(Gy\G), f = 0. Es gilt

j J (fov)(yx)dydx=J (f o p)(x) dxt
Gy\G JT,\Gy L\G

- j F) d% < I flle - VOL(G\G) < o0 .
Gy\G

Es folgt, dass fry\cy(f op)(yx)dy < oo fir fast alle x € Gy\G.Da f op Gy-
invariant ist, ist dieses Integral gleich f(x) - vol(I}\Gy). Also ist vol(I'),\Gy) < oo,
wie behauptet. O

Bemerkung 4.3.7. Ist G eine Liegruppe, so gilt die Spurformel fiir jede Funktion
f € C2(G). Denn man zeigt leicht, dass es fiir jedes m > 0 eine Darstellung
f = Z?:l gj * h; fur gewisse gj € CZ(G) und h; € C*(G) gibt. In der Tat:
Die Diracdistribution ¢ ist die endliche Summe von Ableitungen (im Distributi-
onssinne) von C™-Funktionen mit kleinem Trager bei 1 und die Aussage folgt
sofort.

Dieses Argument geht auf Cartier [Car76, Lemme 1.1] zuriick. Genauer kann
man g;, hj € CZ(G) nehmen, aber das ist wesentlich schwerer zu zeigen.

4.3.8. Anwendungen der Spurformel gibt es viele. Die klassische Version der
Spurformel ist fiir G = SL(2,R) und I' ein sogenanntes hyperbolisches Gitter. Je-
de kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g > 2 ist ein Quotient I'\G /K
(K = SO(2)) fur ein hyperbolisches Gitter I'.

In diesem Fall nimmt die Spurformel eine sehr konkrete Form an. Sie erlaubt es,
die Nullstellen der Selberg-Zetafunktion Z zu verstehen, die mit Hilfe des Gitters
I' definiert wird und als Analogon der Riemannschen Zetafunktion betrachtet
wird. Die Nullstellen von Z lassen sich explizit bestimmen. Thre Multiplizitaten
sind genau die Multiplizititen gewisser Hauptreihendarstellungen von G, die
in der Selbergschen Spurformel vorkommen. Sie lassen sich auch uber das Ge-
schlecht gewisser assozierter Riemannscher Flachen ausdriicken. Diese Theorie
hat viele schone Resultate, so z.B. ein Primgeodatensatz (analog zum Primzahl-
satz), der die Asymptotik der Zahl aller Primgeodaten auf der Flache I''G/K
mit vorgeschriebener maximaler Liange abschatzt. Fiir Details zu diesem Thema
verweisen wir auf Kapitel 11 in [DE09].
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5 Darstellungen kompakter Gruppen

Im folgenden sei G stets eine kompakte Gruppe.

5.1 Satz von Peter-Weyl

5.1.1. Sei (11, H) eine unitare G-Darstellung. Wir definieren

b (x) = (ulm(x)v) und ¢y =Py, .

Sei £ C C(G) der lineare Aufspann aller ¢7] , mit u,v € H . Dies ist auch der
lineare Aufspann aller ¢T mit u € . Es gilt £ C LP(G) fur alle 1 < p < o.
Offenbar ist F C L2(G) ein G-invarianter Unterraum. (Wir sehen weiter unten,
dass E, abgeschlossen ist, wenn 77 irreduzibel ist.)

Definition 5.1.2. Sei (11, H) eine unitire G-Darstellung und ¢ € G (die Menge
der Aquivalenzklassen unitirer G-Darstellungen). Die g-isotypische Komponen-
te von 1t ist der abgeschlossene lineare Aufspann #, aller zu ¢ dquivalenten
Unterdarstellungen von 1.

Satz 5.1.3. Sei (H,1r) eine unitire G-Darstellung und seien [17],[¢] € G. Es
ist Hp L H, fur [r] # [¢] und jede irreduzible Unterdarstellung von H ist
dquivalent zu 7.

Beweis. Sei U C Hy, V C H, eine irreduzible Unterdarstellungen, die zu 1
bzw. ¢ dquivalent seien. Sei p die orthogonale Projektion auf U. Aus dem Schur-
schen Lemma folgt ply = 0, also H L H,.

Sei U C Hp eine beliebige irreduzible Unterdarstellung und [¢] ihre Aquiva-
lenzklasse. Ware [o] # [1r], so wirde U c H, L Hy folgen, was absurd ist. Es
folgt die Behauptung. O

Lemma 5.1.4. Sei [17] € G. Der Darstellungsraum von 1t hat Dimension d < co.

Beweis. Sei |[u|| = 1. Definiere T durch Tv = [ (1t (x)u|v) - m(x)u dx. Dann ist
(u|Tu) = [|(u|mr(x)u)|?> dx > 0 (aus Stetigkeitgriinden). Offenbar ist T € C(17),
also T = ¢ - 1 fir ein ¢ > 0, aus dem Schur’schen Lemma. Ein Argument mit
Riemannsummen wie im Beweis von Theorem 2.2.6 zeigt, dass T der Normlimes
von Operatoren endlichen Ranges ist, also kompakt. Es folgt, dass mm endlicher
Dimension ist. O

Satz 5.1.5. Seien [1],[po] € G. Es gilt

(P | Pioz)e = dn' - Simyfer - (Wlw) (v2) .
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Insbesondere ist \dn ¢y, 5 1,J = 1,...,dn, eine Orthonormalbasis von Zr,
wenn u;, i = 1,...,dy eine Orthonormalbasis von 1t ist. Daher gilt dim E; = d%

und Z,; ist abgeschlossen in L2(G).
Beweis. Man hat

[P @ tz9)dg = [wie@2) (rgrviw dg

_ j(wm(g)An(gl)u) dg

wobei Au = (vlu)-zsei.DaB = [ o(g)Amr(g~—1) dg € C(m, o), folgt B = 0, falls

[r] # [e].Ist [1T] = [¢], so kann man 1 = ¢ annehmen und es folgt B = % 1.

Aber es gilt
trB = Jtr(n(g)ATr(gl)) dg=toA="W|z).

Es folgt

%y | Pioz) = dr' - Spmyfe) - (Wlw) (vl2),
was zu zeigen war. Es ist klar, dass £, von ¢17L,u, aufgespannt wird, also folgt
die Behauptung. O
Korollar 5.1.6. Sei 71 € G. Dann ist £ C L2(G)#.

Beweis. Sei ||u|| = 1 ein Vektor in der Darstellung r. Es gilt

b(x) = (2T | A2 Lap]) = dr (DT | ST (o) = (TEOUIU) = T (X) .

Aus Satz 2.3.9 folgt, dass 1T und die von v/d¢T aufgespannte Unterdarstellung
von (L?(G), L) dquivalent sind. O

Das folgende Theorem ist der Satz von Peter-Weyl.

Theorem 5.1.7. Es gilt (als Hilbertsumme unitarer G-Darstellungen)

LZ(G) - EB n]eG 69[Tr eG

Insbesondere ist E; = L2(G)+.

Beweis. Aus Theorem 4.2.2 (mit H = 1) folgt, dass L?(G),; die Summe endlich
vieler Kopien irreduzibler Darstellungen ist. Die Rdume Z; sind orthogonal und
enthalten 7t mit Multiplizitdt d.. Es reicht daher zu zeigen, dass die der Auf-
spann £ aller F; dicht in L?(G) ist. (Denn d = d=.)

Dafiir gentigt es, Dichtheit in C(G) zu zeigen. Da E nach Theorem 2.3.22 die
Punkte trennt, unital ist und unter komplexer Konjugation abgeschlossen, reicht
es zu zeigen, dass F unter Multiplikation abgeschlossen ist. Zunachst rechnet
man fir [1r], [o] € G

e
u®1gu,v®z = qbgv ' qbtguz .
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Dann gilt insbesondere <I>Z§§,,v®z € L2(G) und es folgt, dass die zyklische Dar-
stellung T ® ¢ als Unterdarstellung von L?(G) vorkommt. Sie zerféllt insbesonde-
re als direkte Summe mit endlichen Multiplizitaten irreduzibler Darstellungen.
Somit ist F eine punktetrennende unitale involutive Unteralgebra von C(G) und
somit dicht. O

Bemerkung 5.1.8. Man kann die Dichtheit von Z im obigen Beweis auch ohne
die Satze von Gelfand-Raikov und Stone-Weierstral zeigen. In diesem Fall lie-
fert der obige Satz sogar einen vom bereits diskutierten unabhdngigen Beweis
des Satzes von Gelfand-Raikov fiir kompakte Gruppen. Insofern kann man das
folgende Resultat als Korollar verstehen.

Korollar 5.1.9. Genau dann ist G eine Liegruppe, wenn G eine treue (d.h. injek-
tive) endlich-dimensionale Darstellung besitzt.

Beweis. Hat G eine endlich-dimensionale treue Darstellung, so ist G isomorph
zu einer abgeschlossenen Untergruppe von U(n) (n > 0), also eine Liegruppe.

Ist andererseits G eine Liegruppe, so existiert eine offene 1-Umgebung U C G,
die keine nicht-triviale Untergruppe von G enthdlt. Zu [1T] € G sei K, = kerr.
Es gilt K = ({1 K7 = 1 nach Theorem 2.3.22, also K\ U = @. Da G \ U kompakt
ist, gibt es 11y, ..., ™, mit Nj_; Kir;, \U = . Es folgt | Kr; C U, also (; Kr; = 1.
Dann ist Ty @ - - - & 11, treu. O

Korollar 5.1.10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i). G ist abzihlbar.

(ii). L2(G) ist separabel (d.h. enthélt eine dichte Folge bzw. hat abzdhlbare
Hilbertdimension).

(iii). G ist metrisierbar.

Beweis. Nach Theorem 5.1.7 sind Aussagen (i) und (ii) dquivalent (da jede ir-
reduzible Darstellung endlich-dimensional ist und L?(G) alle irreduziblen Dar-
stellungen mit endlicher Multiplizitat enthalt). Ist G metrisierbar, so gibt es eine
abzdhlbare Fasteins. Mit der Kompaktheit findet man eine dichte Folge in L?(G),
also impliziert (iii) auch (ii).

(1) = (ii). Sei G abzihlbar. Nach Theorem 2.3.22 bilden die Mengen

Unmnij=1x€G | 1+ % > (u?lrr(x)u}’) >1 - %} firalle n>1,[m] e,

wobei (u') eine ONB von 77 ist, eine Basis von 1-Umgebungen. Da G kompakt
ist, reichen fur jedes n, [1], i, j endlich viele Translate von Uy, [r,i,j, um G zu
uiberdecken. Man erhélt eine abzahlbare Subbasis einer Topologie auf G und so-
mit eine abzahlbare Basis. Da G kompakt ist und die Topologie eine abzahlbare
Subbasis besitzt, ist G metrisierbar (Metrisierbarkeitssatz von Urysohn). - O
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Korollar 5.1.11. Sei G endlich. Dann gilt |G| = X, ;. dz.
Beweis. Offenbar ist dimL?(G) = dimC[G] = |G|. O

5.2 Fourieranalysis auf kompakten Gruppen

5.2.1. Fiir alle f € L1(G), definiere
Fr) = Jf(x)rr(x)* dx € £(mr) fiuralle [T]€G.

Dies ist ein Analogon der Fouriertransformation fiir abelsche lokal-kompakte
Gruppen. Da G keine einfache algebraische Struktur hat, kann man kein Ana-
logon des Dualitdtssatz von Pontryagin erwarten. (Wenn man geeignet katego-
rifiziert, gibt es allerdings einen solchen Satz, den Dualitdtssatz von Tannaka.
Vgl. http://www.maths.mq.edu.au/~street/CT90Como. pdf fiir weitere Ent-
wicklungen in diese Richtung.) Dennoch hat man einen Inversionssatz.

Satz 5.2.2. Sei C2(G) = C¢(G) * C.(G) und G habe abzihlbare Umgebungsbasen
(aquivalent: G metrisierbar). Dann gilt

fﬂ):ZMEyHUnq)ﬁanfecam.

Beweis. Da N, (11) = d nach Theorem 5.1.7, folgt die Aussage sofort aus Theo-
rem 4.3.4. O

5.2.3. Allgemeiner werden wir Inversionssdtze ohne punktweise Konvergenz be-
kommen. Fir (#, 1) unitare G-Darstellung und A € £(J) schreibt man dazu

calx) =tr(Am(x)) fiuralle x e G.

Fir f € L2(G) sei fi die Projektion von f auf L?(G). SchlieRlich sei x(x) =
tr rr(x) der Charakter von Tt.

Satz 5.2.4. Sei f € L nL2(G).
(). Es gilt fr = dncf(n) =dnf * Xr und

f=2 meeSn in LXG).

(ii). Es gilt
IF12 =Y cpdnll F D%
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Beweis. Wegen Theorem 5.1.7 folgen alle Aussagen, sobald man

fn = dncf(-,-r) = dnf * Xm

gezeigt hat. Sei uy,...,u, (n = dy) eine Orthonormalbasis von 7r. Es gilt wegen
Satz 5.1.5

n

Fr(X) =10 AT | F) - bl ()

ij—l

. |t o up foo dx - gl oun

i,j=1
=n > (uil £ (m)ug) (ujlm o))
ij=1
und
tr(f (M) = > (Wil FmmeOu) = > (il fOm)u)) (uilm(x)u) .
i=1 ij=1
Andererseits
f ) = [ FO) el (30 dy
- [rorem e dx = w(fmme)
Dies zeigt die Behauptung. O

Korollar 5.2.5. Fiir alle [1],[¢] € G gilt Xr * Xo = O(rr].(01dm Xrr-

Beweis. Da f — dnf * xn die orthogonale Projektion auf L?(G) ist, folgt die
Behauptung. O

5.3 Klassenfunktionen

Definition 5.3.1. Sei f : G — C eine Funktion. Ist f(yxy~1) = f(x) fir alle
X,y € G, so heilt f zentral oder eine Klassenfunktion. Man schreibt ZC(G)
bzw. ZLP(G) fir die stetigen bzw. p-integrierbaren Klassenfunktionen. Man
sieht leicht ein, dass dies gerade die Zentren der Faltungsalgebren C(G) bzw.
L7 (G) sind. (Wir werden diese Charakterisierung aber nicht benotigen.)

Satz 5.3.2. Die Familie (xn)[n] c¢ ist eine Orthonormalbasis von Z L2(G).
Lemma 5.3.3. Sei f € ZL1(G) und [1r] € G. Dann gilt dy f * Xrr = (Xre|f) - Xrr-
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Beweis. Es gilt fiir alle x € G

~

(x) f(m)m(x)™! = Jf(y)n(xy”X‘l) dy

= Jf(xyxl)vr(yl) dy = f(m),
also ist f(n) € Cr und folglich f(n) = “‘{;% - 1. Somit

drf % Xr(X) = A€y (X) = dr tr(F () T(x)) = 0 f(17) « X (50)

und aus

tr f () = jf(y)trrr(y)dy = (xXrlf)

folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz 5.3.2. Es ist klar, dass die x Klassenfunktionen sind. Aus Ko-
rollar 5.2.5 und Lemma 5.3.3 folgt

(XrlXo) * X = dnXo * Xt = O[ml,[0] - X7t

also sind sie orthogonal. Aus Satz 5.2.4 (i) und Lemma 5.3.3 folgt fiir alle Funk-
tionen f € ZL!' N L2(G), dass f = X g1dnf * Xn = 2 (Xeelf) + X in L2(G).
Dies zeigt die Behauptung. O

Korollar 5.3.4. Sei G endlich. Es gilt I@I = |G /G| (Anzahl der irreduziblen Dar-
stellungen = Anzahl der Konjugationsklassen).

Beweis. Sowohl (xr) als auch die charakteristischen Funktionen (1(4))g1e6/6
bilden eine Basis von ZL?(G). O

In Anwendungen (siehe den Fall G = SU(2) weiter unten) muss man die Konver-
genz von Fourierreihen verbessern (so dass die Konvergenz gleichmaRig wird).
Der Schliissel ist das folgende Lemma.

Lemma 5.3.5. Sei f € LP(G) fiirein 1 < p < o und g € L' nL*(G). Dann gilt

frgxg=2 cdn(f*g%g) % Xn

gleichmalRig auf G.

Beweis. Es gilt g € L1(G) furalle 1 < g < c.Nach Satz 1.5.7 sind f*g, f*g*g €
C(G)mit || f *xg*glle < II.f *xgll2llgll. Fir jede endliche Teilmenge A C G gilt
(da x;r zentral sind)

[z["]GA drf g% Xr] * [Z[g]eA dog * Xe]
=D i fe1ec Amdef * @ % @ % Xm * Xo
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:Z[n]eédnf*g*g*xn,

wobei im letzten Schritt Korollar 5.2.5 verwendet wurde. Die Behauptung folgt
nun aus obiger Abschatzung und Satz 5.2.4 (i). O

Satz 5.3.6. Es existiert eine Fasteins (yy), die in ZC(G) enthalten ist. Es sei
f €LP(G) fir ein 1 < p < o und definiere cy (11) = d' (X |@y). Dann gilt

frwy =2 ccu(Mdnf * Xn

gleichmalig auf G.

Lemma 5.3.7. Die Gruppe G besitzt eine Basis von 1-Umgebungen aus konjuga-
tionsinvarianten Mengen.

Beweis. Sei U eine 1-Umgebung und V eine symmetrische 1-Umgebung mit
VVV C U. Es gibt x1,...,x, mit G = U}_; Vx;. Setze W = N}, XJfIij. Sei
x € G.Dann ist x € Vx; fur ein j und somit xWx~! C ijWxJTIV cVvvv cU.
Es folgt, dass die konjugationsinvariante 1-Umgebung X = UycqxWx~1in U
enthalten ist. O

Beweis von Satz 5.3.6. Sei ‘U eine Basis konjugationsinvarianter 1-Umgebungen.
Fir U € ‘U wahle V € U mit VV C U und definiere ¢y = g * g, wobei
g = vol(V)~11y. Da V konjugationsinvariant ist, ist g eine Klassenfunktion und
somit auch . Nach Definition 1.5.10 ist (¢/y) eine Fasteins.

Es gilt yy * Xx = cy (1) X nach Korollar 5.2.5. Nun folgt aus Lemma 5.3.5, dass

f*yy = Z[Tr]eé Anf * Yy * Xn = Z[Tr]e@ cy(M)dn f * Xn

gleichmalig auf G. O
Korollar 5.3.8. Der lineare Aufspann von (xn)[n] c¢ ist dicht in den Rdaumen
ZC(G)und ZLP(G) fur alle 1 < p < . Insbesondere ist ZC(G) dicht in ZL? (G)
fur alle 1 < p < oo.

Beweis. Sei f € ZC(G) oder f € LP(G) (1 < p < ). Wahle eine zentrale Fasteins
wie oben. Nach Satz 1.5.9 gilt f * ¢y — f in der passenden Norm. Es gilt weiter

An(f * Yu) * X = Xrlf * Yu) - X, also liegt f *x Yy nach Satz 5.3.6 im
gleichmalig abgeschlossenen linearen Aufspann der (X). O

5.4 L2(SU(2))

5.4.1. Sei G = SU(2) die Menge der unitdaren 2 x 2 komplexen Matrizen von
Determinante 1. Die Elemente von G sind der Form

b
g:(g a) mit |al? + |b|2 = detg =1.
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Die Abbildung G — $® : g — (%) identifiziert SU(2) mit der Einheitssphire
S3 c C°.

Die Gruppe G wirkt auf C? durch Linksmultiplikation und ldsst S® invariant.
Man sieht sofort, dass die obige Abbildung G-dquivariant ist. Es folgt leicht,
dass sie das Haarmal von G mit dem normalisierten Riemannschen Mall o auf
$3 identifiziert.

5.4.2. Fir m € N sei P, der Raum der homogenen Polynome vom Grad m. Man
kann P,, als Unterraum von L?(S3) auffassen. Die linksreguldre Darstellung L
lasst Py, invariant. Sei 1, = L|p,,. Wir zeigen, dass 1, irreduzibel ist.

Satz 5.4.3. Sei m € N. Dann ist 1, irreduzibel. Ist n # m, so sind 1;,, und 1T,
inaquivalent.

Lemma 5.4.4. Die Operatoren wo; und zd,, lassen jeden invarianten Unterraum
von P, invariant.

; ; _ (cost —sint _ ( cost isint :
Beweis. Seien gr = (557 out ) he = (55 1900 ). Es gilt

dtﬂm(gt)v(z,w 'to =Vp(z,w) - (f‘;) =wo,p — z0wp ,

d

—iw . .
dtTrm(gt)p(Z;w)‘ =Vp(z,w) - ( , ) = —iwo,p — iz0wp .
t=0 z

Damit liegen z0,, und wo, im abgeschlossenen linearen Aufspann der Teilmen-
ge 1y, (SU(2)) C L(Pw). O
Beweis von Satz 5.4.3. Da dim?,, = m + 1, sind die Darstellungen paarweise
indquivalent. Sei U C P, ein invarianter Unterraum und p € U, p # 0. Schreibe
p =>ocjz/w™J und sei j maximal mit ¢; # 0. Dann gilt (wd,)/p = jlc;w™,
also w™ € U. Dann ist aber auch

zow)*wm=mim-1)---(m—-a+1)z%wm*ecU furalle O0<a<m.

Es folgt U = Py,. O
Korollar 5.4.5. Fir m = n gilt P, L Py,.

Beweis. Die Raume gehoren zu unterschiedlichen isotypischen Komponenten
von L2(S3), also folgt die Behauptung aus Satz 5.1.3. O

5.4.6. Die Matrizen hg = (eée egg ), @ € [0, [, sind offenbar paarweise nicht
konjugiert. Andererseits folgt aus der unitiren Diagonalisierbarkeit normaler
Matrizen, dass jede Konjugationsklasse von SU(2) ein Element hg enthdlt. Es

ergibt sich der folgende Satz.

Satz 5.4.7. Die Abbildung ZC(SU(2)) — C([0,1t]) : f — f(0), f(0) = f(hg), ist
ein isometrischer Isomorphismus.




5.4. L2(SU(2)) 74

5.4.8. Sei Xm = Xm,. Die Polynome z/w™J bilden eine Basis von P, und
T (he)zJw™m—7 = ¢1m=2/)0 FEolglich gilt

Xm (0) = tr T, (hg) = ei™0 4 oim=2)0 4 . | o=im0

Es folgt
Xo=1, (Xm— Xm-2)(0) = ™0 + 7m0 = 2 cos(m0) ,

wobei wir x_; = 0 setzen.

Theorem 5.4.9. Die (11,,), m > 0, sind ein Reprasentantensystem der unitiaren
irreduziblen SU(2)-Darstellungen und

L2(S*) = B (m + 1) Py,

m=0

als Hilbertsumme unitarer SU(2)-Darstellungen. Weiterhin ist 1, = TT,,.

Beweis. Der Aufspann der Funktionen (cos(m@)) ist dicht in C([0,1r]). Aus
Satz 5.4.7 und Korollar 5.3.8 folgt, dass der Aufspann von (x;,) in ZL?(SU(2))
dicht ist. Da die Menge aller Charaktere orthonormal ist, folgt, dass (x;,) bereits
alle Charaktere sind. Damit sind (711,,) bereits ein Reprdasentatensystem irredu-
zibler unitdarer Darstellungen. Die Behauptung folgt nun aus Theorem 5.1.7 und
daraus, dass x, reellwertig ist fir alle m. O

Man kann die isotypischen Komponenten von L?($3) genauer analysieren. Dafiir
muss man die Standardbasis von P, orthonormalisieren.

Lemma 5.4.10. Seien f € L1(S3), m € N. Setze Fp (rx) = ¥ f(x) fur alle v > 0,
x € S3. Dann gilt

_ 1 —lizII?
Lafd(r = T (M 2) Lz Fn(z)e dz,

wobei dz das LebesguemaR auf C? sei.

Beweis. Durch Integration in Polarkoordinaten folgt

J Fm(z)e‘”z'zdz=27rzj J En(rx)do(x)e " v3dr
2 0 Js3

=T (% +2) J;fda

dennT(x) = [ t¥ e tdt =2 [ r>*-le"" dr firallex >0. ————— O
Lemma 5.4.11. Sei pap(z, w) = z%w?. Dann gilt

alb!

J§3 PabPca A0 = 0acOpa - m .
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)

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma gilt

1
T (3(a+b+c+d) +2)

LS PabPca A0 = -Jz“zce"zz dz-Jwbwde—uA2 dw .

Weiterhin
21T [
J'Zazce—zl2 dz = J elc—a)i0 gp . J' Ta+c+1e—72 dr
0 0
Die Behauptung folgtausI'(a + b +2) = (a+ b + 1)\. O

Korollar 5.4.12. Seien p, @ homogene Polynome vom Grad m. Es gilt

1

mal) -p(0)(q)(0) .

(pla)iz(s3) =

Der Ausdruck p(0)q(0) heilt ‘Fischer-Skalarprodukt’.

Beweis. Offenbar hat (P z¢w4 genau dann einen konstanten Term =+ 0, wenn
(a,b) = (c,d). Man rechnet 0(@P) za? = glp\. Die Behauptung folgt. —— O
5.4.13. Sei nun m € N fest. Die Polynome

(m + 1)!

ST A Sjaymed =
j!(m—j)!zw , J=0,...,m,

ej(z,w) =

bilden eine Orthonormalbasis von Py,. Zu (§) € S3 sei gqp das entsprechen-

de Element von SU(2) (mit erster Spalte (})). Setze Ty (a,b) = Tm(gap) und
T (a,b) = (ejlTtm(a, b)ey). Es gilt g} = ga—p und folglich

Tm(a,b)z9w™ 41 = (az + bw)4(-bz + aw)™ 1.

Wir erhalten

< [q!(m - alm-a) - al(m—q)! <
; m ™ M, b)zlwmT = r— Zn (a,b)ej(z,w)
q'(m —q)!

m 1) (Tt (a, b)eg) (z, w)

= (az+bw)i(-bz + aw)™ 1,

Diese Formel erlaubt es, 7T ! durch Koefﬁzmntenverglelch auszurechnen.

Satz 5.4.14. Sei H, 4 der lineare Aufspann von Trp+q, J=0,...,p + q Dann
ist jede Darstellung #, 4 dquivalent zu Py, und L2(S3) 5, = @,{Hq —m Hopq ist
eine Menge von harmonischen Polynomen in a, b.
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Beweis. In Korollar 5.1.6 wurde bereits gezeigt, dass Pp+q zu H, 4 dquivalent
ist (da T, = Tyy). Aus Theorem 5.1.7 und Satz 5.1.5 folgt die Zerlegung der
isotypischen Komponente. In der obigen Formel ist fiir jedes feste Paar (z,w)
die rechte Seite harmonisch in (a,b), damit a = x; + ix2 und b = x3 + ix4 gilt
Z;‘-zl ajv = 4(0407 + 0p03,). Es folgt, dass Tr;’}? harmonisch istt —— O
5.4.15. Zusammenfassend kann man also sagen, dass einem die Darstellungs-
theorie von SU(2) die tibliche Zerlegung von L?($3) in harmonische Polynome
liefert, sogar in verfeinerter Form: Die Funktionen in %, ; haben sind als Poly-
nome in a, b und @, b homogen vom Bigrad (p, q).
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