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Aufgabe 1 (Fehlerfunktion — 5 Punkte)
Die Fehlerfunktion erf(x) (error function) sei definiert durch

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−s2

ds .

Definiere für k > 0
u(x, t) = erf

( x√
4kt

)
.

Zeigen Sie, dass u die folgende Anfangs-Randwert-Aufgabe löst:{
uxx = 1

k · ut , 0 < x < ∞ , t > 0 ,

u(0, t) = 0 , t > 0 , u(x, 0) = 1 , x > 0 .

Aufgabe 2 (Burgers-Gleichung — 5 Punkte)
Die positive C2-Funktion u = u(x, t) > 0 sei eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

ut − uxx = 0 , x ∈ R , t > 0 .

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion w(x, t) = −2ux(x,t)
u(x,t) eine Lösung der viskosen

Burgers-Gleichung ist:

wt + w · wx = wxx , x ∈ R , t > 0 .

(b) Konstruieren Sie eine Lösung der Burgers-Gleichung mit dem Wärmeleitungs-

kern γ(x, t) = 1
2πt · e

− x2
4t . Überprüfen Sie direkt, dass Sie eine Lösung erhalten.

Aufgabe 3 (Eine spezielle Anfangs-Randwert-Aufgabe — 5 Punkte)
Sei u = u(x, t) , x, t > 0 , die eindeutige Lösung der Anfangs-Randwert-Aufgabe{

ut − uxx = 0 , 0 < x < ∞ , t > 0 ,

u(0, t) = 1 , t > 0 , u(x, 0) = 0 , x > 0 .

(a) Zeigen Sie, dass für alle α > 0 gilt

u(αx, α2t) = u(x, t) für alle x, t > 0 .

Folgern Sie, dass u(x, t) = u
( x

2
√

t
, 1

4

)
gilt.

(b) Leiten Sie für h(ξ) = u
(
ξ, 1

4

)
, 0 6 ξ < ∞ , eine gewöhnliche DGL her und lösen

Sie diese unter den Randbedingungen h(0) = 1 , limξ→∞ h(ξ) = 0 . Bestimmen
Sie damit die Funktion u(x, t) = h

( x
2
√

t

)
.

(Bitte wenden!)



Aufgabe 4 (Transformation auf eine Wärmeleitungsgleichung — mündlich)
Seien d ∈ R , u = u(t) stetig gegeben. Man betrachte die Gleichung für die C2-Funktion
v = v(x, t) ,

vt + u(t)vx − d · vxx = 0 .

Bestimmen Sie eine Funktion z = z(t) , so dass die Gleichung durch die Transformation

y = x− z(t) , w(y, t) = v(x, t)

in die folgende Wärmeleitungsgleichung übergeht:

wt − d · wyy = 0 .

Bitte geben Sie die Übungsaufgaben am Montag, 19.1.2008, vor der Vorlesung ab.
Bereiten Sie die mündliche Aufgabe zur Übung am Mittwoch, 28.1.2009, vor.


